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§ I. — ENGRENAGES CYLINDRIQUES 

I . Transformation d'un mouvement de rota- 
ion autour d'un axe en un mouvement de ro- 
tation autour d'un axe parallèle, sous la con- 
dition que le rapport des vitesses angulaires 
soit égal à une constante donnée. — Supposons 
que, dans la- construction d'une machine, on ait à 
résoudre le problème suivant : 

Un corps solide (S) tourne autour d'un axe fixe O 
avec une vitesse angulaire w : on demande de se servir 
de ce corps pour communiquer à un autre corps (Sj), 
mobile autour d*un axe fixe Oj parallèle jau premier, 
un mouvement de rotation de vitesse angulaire a>i qui 
soit DANS UN RAPPORT CONSTANT DONNÉ k avec la pre- 
mière i Wi =/:a). 

Appkll et Ghappuis. — Leçons, II. i 
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2 CHAPITRE I. CINEMATIQUE 

Il faudra distinguer deux cas, suivant que les rota- 
tions doivent se faire dans le même sens ou dans de» 
sens contraires. 

2. Emploi des roues de friction: circonfé<» 
rences primitives. — Supposons, pour prendre le 
cas le plus simple, que les deux rotations doivent se 

faire en sens contraires. Pre- 
*^' '■ nous pour plan de la figure 

(^Jig. i) un plan perpendi- 
culaire aux deux axes de ro - 
tation et appelons O et Oj leS' 
traces des deux axes sur ce 
plan. Joignons OOj et soit A 
le point qui divise intérieurement 00, dans le rapport 
inverse des vitesses angulaires correspondant aux deux 
axes donnés 

(I) ^=-=^- 

AOi (o 

Le point A étant ainsi déterminé, décrivons de O 
comme centre avec OA = R comme rayon une cir- 
conférence G, et de Oj comme centre avec OjA = R, 
comme rayon une circonférence G, , 

Gonstruisons une roue ayant la forme d'un cylindre 
droit, de base G, d'axe et de hauteur A, et relions 
invariablement cette roue au corps solide (S) qui 
tourne autour de avec la vitesse angulaire ù). Con- 
struisons une deuxième roue analogue de base G, ,. 
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d'axe 0,, de même hauteur h, invariablement liée au 
corps (S,) qu'il s'agit de faire tourner autour deO, ■ 
Supposons maintenant que ces 
deux roues (_fig. a) soient pres- 
sées l'une contre l'autre et que 
leurs surfaces extérieures en con- 
tact soient assez rugueuses pour 
qu'elles ne puissent pas glisser 
l'une sur l'autre, mais pour 
qu'elles puissent seulement rou- 
ler l'une sur l'autre. Alors la 
roue en tournant eniraincra la roue O, ot, h chaque 
instant, le rapport des vitesses angulaires — ' sera pré- 
cisément k. En effet, observons le mouvement de l'ins- 
tant /(, à l'instant l. A l'instant Iq un point de la roue O 
et un point de la roue 0, sont en contact en A (Jlg- 1) ; 
les roues tournant, ces points se séparent et à l'instant 
t ils sont en M et M, respectivement. Les deux roues 
ayant roulé l'une sur l'autre, on a 

8rcAM = arcAM,, 

et, en désignant par 6 et Oi les angles AOM et AOiM, 
dont les roues ont tourné, 

Rft = R.Oi ; 

mais ta vitesse angulaire u de la première roue est 
la dérivée 6,' de 6 par rapport à f; la vitesse an- 
gulaire &>, de la deuxième est de même la dérivée 
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6Î< de Oj par rapport à ^ On a donc, en prenant les 
dérivées par rapport à t des deux membres de la rela- 
tion ci-dessus, 

Rot) = RiWi , 
d'où 

(3) 77 = ^ = ^- 



Ri 



La transformation du mouvement cherchée est ainsi 
réalisée. Les circonférences C et d qui roulent l'une 
sur l'autre s'appellent circonférences primitives. Comme 
on peut écrire aussi 

(Ol 2TzK 

(fi 27cRi 

on voit que le rapport des vitesses angulaires est égal 
au rapport inverse des longueurs des circonférences 
primitives. 

Par exemple, si la distance OOj des deux axes de 
rotation est ôo''™ et si l'on veut que 

ODl 3 

(t) 2 



on aura 



R -4- Ri = 5o. 



-âi = l 
Ri 2 



d'où 



R = So*"", Ri = ao*»". 



ce qui donne les rayons à attribuer aux deux roues. 
On peut d'ailleurs vérifier le résultat en remarquant 
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que les longueurs des circonférences primitives sont 
proportionnelles à leurs rayons ; la circonférence Cj 

est donc les — de la circonférence C et, quand la 

roue Oj fait trois tours, la roue en fait deux ; le 
rapport de leurs vitesses angulaires est donc bien — • 

2 

Le dispositif que nous venons de décrire s'appelle 
roues ou rouleaux ou encore cylindres de friction. 
Toute la difficulté, dans l'emploi de ce mécanisme, 
consiste à empêcher le glissement d'une roue sur 
l'autre. Il faut, pour cela, presser convenablement ces 
deux roues l'une contre l'autre : on emploie, à cet effet, 
des ressorts, des vis de pression, des leviers agissant 
sur les axes des roues ou sur les coussinets supportant 
les tourillons. 

Cas où les deux rotations doivent être de même 
sens. — Si les deux rotations m et Wj doivent être de 
même sens, on peut procéder d'une façon analogue. 
On prendra, sur 00^, le point A, extérieur au segment 
OOj , et divisant ce segment dans le rapport inverse 
des vitesses angulaires 



AO ^ (o, _ 
AOt ■" (0 ~" 



k; 



dans la figure 3, /c est supposé plus grand que i . 

On arme alors le corps (S,) d'une roue cylindrique 
d'axe Oi et de rayon O^A = Ri ; puis on attache au 



Fig. 3. 
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corps (S) une pièce évidée suivant un cylindre circu- 
laire d'axe et de rayon 0A = R. 

Les circonférences C et C^ des bases de ces deux 

cylindres sont les circonférences 
primitives. Si les deux surfaces 
cylindriques en contact par la 
génératrice du point A sont pres- 
sées l'une contre l'autre, de telle 
façon qu'elles ne puissent que 
rouler l'une sur l'autre, le mou- 
vement de rotation autour de O 
entraînera la roue 0, , dans le 
même sens, et les deux vitesses angulaires seront, 
comme précédemment, liées par la relation 




(3) 



R 






3. Engrenages cylindriques. — Lorsque la 
roue Oj , qu'il s'agit de faire tourner à l'aide de la 
roue 0, doit vaincre des résistances considérables, les 
roues de friction que nous venons de décrire ne peuvent 
plus être employées, car la roue menante G glisse 
alors sur l'autre, Oj , et le mouvement de rotation ne 
se trouve plus transmis dans les conditions indiquées. 
Dans ce cas, pour empêcher le glissement, on arme 
chaque roue de dents qui dépassent la circonférence 
primitive et l'on y pratique des creux qui entament la 
circonférence primitive, puis on place les deux roues 
de telle façon que les dents de l'une entrent dans les 
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creux de l'autre {fig- 4)- Dans ces conditions, quand 
une des roues tourne, elle entraîne forcément l'autre: 
la forme des dents doit être telle que le mouvement 
Jes roues soit le même que si les deux circonférences 

Fig. 1. 




firimitives roulaient l'une sur l'autre. On donne sou- 
vent le nom de pi <f non à la plus petilc des deux roues, 
*n réservant le nom de roue à la plus grande. 

A l'extérieur, les dents sont terminées par des arcs 
. de cercle, appartenant à une circonférence concentrique 
k la circonférence primitive; de même les creux sont 
limités à l'intérieur par des arcs d'un cercle concen- 
trique à la circonférence primitive reliant les dents 
«nlre elles. Pour que le mouvement soit continu, il 
faut et il suffit qu'il y ait toujours deux dents en prise 
à la fois ; on remplit ordinairement cette condition, en 
limitant les longueurs des dents, de manière que chaque 
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dent cesse d'agir, lorsque la dent suivante arrive à la 
ligne des» centres. 

Pas d'un engrenage ; nombre de dents. — La lon- 
gueur de l'arc de la circonférence primitive occupée 
par une dent et le creux adjacent s'appelle le pas de 
l'engrenage : ce pas est le même sur les deux roues. 
Soient p le pas, n le nombre de dents de la roue Oy 
rii le nombre de dents de la roue 0, ; on a 

np =z 27cR, riip = STcRj , 

car la somme des pas sur chaque roue est évidemment 
la circonférence primitive. Donc 

Les nombres de dents sont donc proportionnels aux 
rayons et inversement proportionnels aux vitesses an- 
gulaires. 

Rotations de môme sens. — Dans le dispositif que 
nous venons d'étudier, les engrenages sont extérieurs, 
les roues tournent en sens contraires ; si les roue& 
doivent tourner dans le même sens, on peut de même 
partir des circonférences primitives indiquées dans la 
figure 3 et les armer de dents d'après les mêmes prin- 
cipes. Les relations (4) continuent à s'appliquer. On 
a alors des engrenages intérieurs. 
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j. Emploi de courroies ou de chaînes. — Les 
roues de friclion et les engrenages ne peuvent être 
nlilisés que si les deux axes de rotation ne sont pas trop 
loin l'un de l'autre. 

Quand la distance des axes est grande, on munît 
les deux axes de roues dont les rayons R et R, sont 
toujours assujettis à la relation 

® |=" 

et l'on transmet le mouvement de rotation de l'une de» 

Fig. 5. 




roues à l'autre, soit par une courroie ne glissant pa» 
sur les roues (Jîf). 5), soit par une chaîne (j!y, 6): 
c'est le mécanisme employé dans une bicyclette pour 
transmettre le mouvement de rotation du pédalier à la 
roue d'arrière. 

Comme la courroie et la chaîne ne glissent pas sur 
les roues, si la roue menante tourne d'un angle 0, la 
longueur de courroie ou do chaîne enroulée sur cette 
roue est RO ; cette longueur doit se dérouler de la roue 
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menée ; celle-ci tourne donc d'un angle 6, Ici que l'arc 
correspondant R,H, soit égal à Ri : 

R.e, =Ro. 

d'où l'on déduit, en dérivant par rapport à (, 

I\,<.,, = R.,. 

On voit que la relation 
(5) est salisfailc. Quand les 
circonférences primitives 
sont munies de dents et de 
creux, le pas doit être le 
même sur chaque roue, les 
nombres n et n, des dents 
sont donc proportionnels 
aux circonférences primiti- 
ves, c'est-à-dire aux rayons, 
et l'on a encore 

H ^ R ^ m, 

n, il, u) ' 

5. Crémaillère. — On emploie également les 
roues ilenfécs pour transformer un mouvement circu- 
laire continu en mouvement rectiligne continu. 

Imaginons une barre rectiligne \B guidée de façon 
îi pouvoir prendre un mouvement de translation recti- 
ligne dans le sens de sa longueur AB (^Jtg. 7). Suppo- 
■sons, d'autre part, qu'une roue circulaire de rayon R 
ou pignon soit mobile autour d'un axe 0, perpendi- 
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culairc à la liircctiott du inouvcmenl de tciinsUtion ; 
admettons que cette roue soit picsséc contre la barre 
de façon qu'elle ne puisse que i-ouler 
sur la barre. Alors, quund la roue j.- 

tourne avec une vitesse angulaire in, 
la barre glisse avec une vitesse V que 
oous allons calculer. Soit .\ le poini 
de contact à rinstanl t^ : ù l'instant l, 
le point de la roue qui était en \ 
vient en M, et celui delà barre qui 
■était en A vient en M,. Appelons .c 
la longueur AM, et l'auylc AOM 
dont la roue a toniné ; la longueur \M, ('tant égide à 
l'arc .\M, à cause du roulement, ou a 

X =.. H-), 

d'où, en di'Ti\ant ynir rapport à /, 

V = o,lt. 

Pour eiupècbcrlc glisacmont de la 
roue sur la barre, un arme la tige et 
le pignon de dents (yîy. S) taillées 
de telle façon que, quand le pignon 
tourne en entraînant la barre, le 
mouvement soit le même que si la 
circonférence primitive du pignon 
roulait sur la ligne droite BB'. 

La barre recliligne dentée BB' s'appelle crémaillère. 

Ce dispositif pcul t^tre considéré comme un c-as 
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limite du système de deux roues dentées, le cas où le 
rayon de l'une des roues deviendrait tellement grand 
qu'un arc AB de sa circonférence pourrait être regardé 
comme une ligne droite. 

La machine représentée dans la figure 8 est le cric 
qu'on emploie à soulever de très lourds fardeaux à une 
faible hauteur. 

6. Valeur algébrique du rapport de deux 
vitesses angulaires autour d'axes parallèles. — 
Jusqu'ici nous nous sommes occupés seulement de 
la valeur absolue du rapport des vitesses angulaires 
de deux roues dont les axes de rotation sont parallèles, 
en distinguant les deux cas où les roues tournent dans 
le même sens ou dans des sens contraires. On peut 
simplifier les formules et le langage en convenant 
d'appeler valeur algébrique du rapport de deux vitesses 
angulaires, autour d'axes parallèles, la valeur absolue 
de ce rapport précédée du signe -\- quand les deux 
roues tournent dans le même sens et du signe — quand 
elles tournent en sens contraires. 

Avec cette convention, si Ton fait engrener extérieu- 
rement deux roues ayant n et n, dents, les deux roues 

tournent en sens contraires, le rapport — des vitesses 

0) 

angulaires devra être considéré comme négatif et Ton 
aura, pour la valeur algébrique de ce rapport, 

(»>, n 

W /1| 
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Si l'on prend un engrenage intérieur, dont les cir- 
conférences primitives présentent la disposition de la 
figure 3, et dont les roues ont n et n^ dents, ces deux 
roues tournent dans le même sens et là valeur algé- 
brique du rapport des vitesses angulaires est positive 
et donnée par la relation 

(O /Il 

De cette façon, on remplace par un signe + ou — la 
condition, pour les deux roues, de tourner dans le même 
sens ou dans des sens contraires. 

Ainsi, au lieu de dire qu'on veut réaliser un engrenage 
dans lequel les deux roues tournent en sens contraires 

avec des vitesses angulaires ayant pour rapport — en 

1 

valeur absolue, on dira qu'on veut réaliser un engre- 
nage dans lequel la valeur algébrique du rapport des 

vitesses angulaires est Pour cela, il faudra 

i5 

prendre deux roues extérieures ayant l'une 8, l'autre 

i5 dents, ou l'une iG et l'autre 3o dents, etc. 



7. Roues intermédiaires. — Les difficultés maté- 
rielles de la construction imposent des limites au nombre 
des dents d'une roue d'engrenage. On ne construit guère, 
d'une façon courante, de roues ayant moins de 6 dents ou 
plus de 120. En admettant ces limites, nous voyons que. 
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si Ton fait engrener deux roues ayant n et n^ dents, le rap- 
port 

des vitesses angulaires aura, pour valeur absolue, une frac- 
tion dont chaque terme est compris entre 6 et 120. On ne 
pourra donc réaliser, par Tengrènement direct de deux 
roues, que les rapports de vitesses angulaires répondant h 
cette condition. 

Par exemple, on pourra construire deux roues telles que 
Ton ait 

r ' 

(O 

il suffira d'écrire, en remplaçant — par des fractions équi- 
valantes, 



ou 



(Oj 


8 


0) 


10 


Cl), 


12 

i5 



et ainsi de suite, et l'on pourra prendre deux roues exté- 
rieures ayant 8 et 10 dents, ou 12 et 1 5, etc. 
Au contraire, si Ton voulait que 

oj, 243 

co 200 

comme cette fraction est irréductible, on serait forcé dje faire 
engrener directement deux roues extérieures de 2^3 et 20© 
dents, ce qui sortirait tout à fait de la construction usuelle. 
Pour réaliser des rapports de vitesses de ce genre, on 
peut employer ce qu'on appelle des roues intermédiaires ou 
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l5 



Fig. 9. 



des trains d'engrenages. Nous allons en donner quelque» 
exemples simples. 

Premier exemple. — Prenons, comme plan de la figure, 
un plan parallèle aux deux axes cl Oj (Jig. 9). Le pre- 
mier arbre qui tourne autour de 
Taxe O avec une vitesse angulaire 
10 porte une roue à p dents qui, 
sur la figure, est désignée par p et 
représentée par un simple trait 
perpendiculaire à l'axe O. Un arbre 
intermédiaire qui tourne autour 
d'un axe O', parallèle aux deux < 
axes donnés O et O,, porte deux 
roues dentées qui lui sont inva- 
riablement liées et qui, par conséquent, sont invariablement 
liées entre elles : ces deux roues sont supposées avoir n' et p' 
dents : elles sont représentées sur la figure par deux traits 
n' et p' perpendiculaires à Taxe O' ; la roue n' engrène avec 
la roue p de l'arbre précédent O. Dès lors l'arbre O' tourne 
avec la vitesse angulaire to' donnée par la relation 



o 



(6) 



co' p 



(t) 



n 



Enfin l'arbre Oi porte une roue de n^ dents qui engrène 
avec la roue à p' dents de l'arbre précédent 0' : l'arbre Oj 
tourne donc avec une vitesse angulaire Wj liée à (o' par la 
relation 



(7) 



0>' 



^1 



En multipliant membre à membre les relations (6) et (7), 
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foiir éliminer la vitesse lu' de l'arbre auxiliaire 0', on a 

ta n' n. 

On voit donc que, par ce dispositif, on peut réaliser ua 
rapport de vitesses angulaires positif (rotations de même 
sens), dans lequel le numérateur est le produit de deux 
nombres compris entre ti et 1 30 et le dénominateur égale- 
ment. Par exemple, si l'on veut que 




«n pourra donc réaliser c 
précédent, en prenant 



ipport à l'aide du dispositif 






_£l2. 





P' = ,.. », = ,». 


arbre portera une roue de 3I, dents, le 


deuxième, 0', une roue de 11 dents 


et une de 12, le troisième, 0,, une 


1 de 10. La roue à ai dents engrènera 




a.eclaroueà n. 1. rou.J ,a .vec 




I> roue finale à lo. 



Second exemple avec deux arbres in- 
termédiaires. — Disposons la figure 
de la même façon. L'arbre porte 
une roue a p dents et tourne avec la 
vitesse angulaire («(/g. lo); un arbre parallèleauiiliaireO' 
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porte deux roues à n' et p' dents et tourne avec la vitesse 
angulaire tu' ; un deuxième arbre parallèle auxiliaire 0'^ 
porte deux roues à n" et p" dents et tourne avec la vitesse 
co" ; enfin Farbre final, Oi, porte une roue ù /ii dents et 
tourne avec la vitesse oji. Les roues p et n! engrènent, de 
même/)' et n\ de môme/)'' et /ij. On a donc 



co' 




-^- 


(0 




n' 


u>' 


— 


-i- 


co, 




/. 




«1 



En multipliant membre à membre^ pour éliminer les 
vitesses 10' et a/' des arbres intermédiaires, on a 

0) ;i' n"ni 

Les rotations des arbres extrêmes sont donc de sens con- 
traires et leur valeur absolue est une fraction dont le 
numérateur et le dénominateur sont des produits de trois 
nombres compris entre 6 et 120. Soit, par exemple, à réa- 
liser le rapport 

wi 243. 

tel âoo 

on peut écrire en décomposant en facteurs 

ft>i^ 9.9.3 _^ 9.9.i2 
(u 10 . 10. 3 10. fO. 8 

oà l'on a remplacé — par -- . 11 suffira alors, dans le dispo- 

2 o 

Appell et Chappuis. — Leçons, II. 2 
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si tif précédent, de prendre 



p^tzc), n' z= lo, 

p' = 9, n" — 10, 

/)" = 12, ^1 = 8, 

où les roues dont les nombres de dents sont sur une même 
horizontale engrènent entre elles, et où celles dont les 
nombres de dents sont sur une même verticale sont por- 
tées par le même axe. 

On pourrait continuer de la même façon, en prenant 
un nombre quelconque d'axes intermédiaires. 



§ IL — SYSTÈMES ARTICULÉS PLANS. 

8. Emploi de systèmes articulés plans. — 
Dans beaucoup de machines, on emploie, pour trans- 
former des mouvements en d'autres, des systèmes arti- 
culés plans. 

Nous dirons que deux corps solides S et Sj sont arti- 
culés Tun à l'autre par un axe 0, quand ils sont liés 
de telle façon que le mouvement de Tun, par rappoct 
à l'autre, puisse être uniquement une rotation autour 
d'un axe invariablement lié aux deux corps. Telles 
sont les deux branches d'un compas, les deux lames 
d'une paire de ciseaux. 

Un système articulé plan est alors formé d'un nombre 
quelconque de corps solides S, Si, S2, . . . qui sont 
articulés les uns aux autres, de telle façon que tous (es 
axes d'articulation soient parallèles entre eux. Ces 
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divers corps sont les membres du système articulé : par 
exemple, prenons quatre corps solides S, S,, S^, &, 
(^Jig* II); articulons S avec Sj autour d'un axe A, S, 
avec S2 autour d'un axe B, S2 avec S3 autour d'un axfe 
C, enfin S3 avec S autour d'un axe D, et supposons ces 
quatre axes parallèles. 

Nous aurons, en prenant comme plan du dessin urt 



Fig. II. 




plan P perpendiculaire aux quatre axes, la figure 11, 
où A, B, C, D sont les intersections des quatre axefe 
par ce plan. 

Ce système possède quatre membres qui sont les 
quatre corps solides. L'un d'eux, S par exemple, étant 
maintenu fixe, les autres peuvent se mouvoir d'après 
-certaines lois que nous examinerons plus loin ; mais 
les déplacements des divers points des membres mobiles 
«e font tous dans des plans fixes parallèles au plan P, dt 
il est évident qu'il suffit de connaître les positions des 
figures planes suivant lesquelles les corps Sj, Sg, 83 
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sont coupés par le plan P, pour connaître les position» 
de ces corps eux-mêmes. 11 suiEt même de connaître 
les positions des droites AB, BC, CD, DA situées dans- 
le plan P, pour connaître les positions des corps solides 
correspondants. Ces droites forment un quadrilatère 
articulé plan : l'étude des déplacements que peuvent 
prendre trois des corps S,, S^, S3 quand le quatrième 
S^est fixe, se ramène donc, en dernière analyse, à l'étude 
des déplacements que peuvent prendre trois côtés d'ui* 
quadrilatère plan articulé, quand le quatrième est fixe. 

Des remarques analogues peuvent être faites pour 
des systèmes articulés plans d'un nombre quelconque 
de membres. 

Pour montrer un exemple de l'emploi des systèmes» 
articulés plans dans les machines, prenons {fig. 12) 
une machine à vapeur avec balancier. Nous y verrons^ 
à droite, un système articulé à quatre membres, comme 
celui que nous venons de décrire. Tout d'abord au 
milieu se trouve un bâti fixe, constituant le premier 
membre qui joue le rôle du solide S de la figure 1 1 . A 
ce bâti est articulé, par un axe horizontal, un balancier 
DC jouant le rôle du solide S3 ; au balancier est arti- 
culé un corps solide CB constituant le troisième membre 
S2; enfin ce corps CB est articulé au solide BA for- 
mant le quatrième membre Sj articulé lui-même en A 
au bâti S. Les quatre articulations sont constituées par 
des axes perpendiculaires au plan de la figure. 

Quand la machine marche, le bâti est fixe ; le balan- 
cier DC reçoit du piston P, par l'intermédiaire de tige& 
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articulées, un mouvement oscillatoire autour de D ; le 
membre CB appelé bielle est entraîné par le mouve- 




ment et imprime au corps B\ -ippde manuelle un 
mouvement de rotation tontinu autour de A, mouve- 
ment qui entraîne I arbre et la grande roue ou volant 
représentée sur la figure 
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Pour étudier en détail le mouvement de ce système 

•articulé, il suiBt d'étudier le mouvement des droites- 

qui joignent les pieds des quatre axes sur le plan de 

la figure ii et qui forment un quadrilatère articulé 

ABCD dont un côté AD est fixe. 

Sur la même figure (12), nous voyons d'autre& 
systènàes articulés plans, un parallélogramme articulé 
EFHN appelé parallélogramme de Watt; la tige FP 
du piston est articulée en F au membre EF de ce paral- 
lélogramme ; une tige bb'¥L d'une pompe est articulée 
en H au membre N H, etc. 

Nous allons étudier, en détail, le système articulé 
plan à. quatre membres dont un membre est fixe. 

g. Transmission par bielle et manivelles. — 
Imaginons un système articulé plan à quatre membres- 

dont un est fixe. Nous pour- 
rons, pour étudier les mou- 
vements possibles des trois^ 
membres mobiles, remplacer 
les quatre membres par les- 
lignes droites joignant les- 
quatre points, oii les quatre axes d'articulation sont ren- 
contrés par un plan qui leur est perpendiculaire. 

Soient alors 00' le membre fixe, OA, AB, O'B lés- 
iez trois autres membres (^Jig. i3). On appelle ordi- 
nairement manivelles les deux membres OA et O'B qui 
tournent autour d'axes fixes et 0' et bielle le mem- 
bre AB reliant les deux manivelles. Quand on fait tour- 
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ner une manivelle, elle entraîne l'autre par rinlermé- 
diaire de la bielle. On a donc là un nouveau moyen 
de transformer un mouvement de rotation d'un corps 
solide autour d'un axe en un mouvement de rotation 
autour d'un axe parallèle 0' ; seulement, le rapport 
des vitesses angulaires n'est pas constant. En outre, 
les mouvements que peuvent prendre les manivelles 
OA et O'B sont de natures diverses, suivant les lon- 
gueurs relatives des quatre côtés du quadrilatère 
OABO'. 

Il peut, à ce dernier point de vue, se présenter 
trois cas. 

Premier cas : aucune des manivelles ne peut faire un 
tour complet autour de son axe de rotation. — Dans 
ce cas les deux manivelles oscillent seulement entre 
deux positions extrêmes, et le mécanisme peut seule- 
ment servir à transformer 
un mouvement oscillatoire '^' "' 

(circulaire alternatif) autour 
d'un axe en un mouve- 
ment oscillatoire autour d'im 
axe 0^ Ce cas se présente, 
par exemple, si la bielle est 

très petite par rapport aux autres colés 0\, O'B, 00^ ; 
car, alors, la manivelle OA ne peut pas faire avec 00' 
un angle plus grand que l'angle O'OA (Jig. i^j) cor- 
respondant à la position dans laquelle la bielle AB et 
l'autre manivelle O'B sont dans le prolongement Tune 



X 
/ 

/ 
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de l'autre; de même la deuxième manivelle ne peut 
pas dépasser la position O^Bj, dans laquelle la mani- 
velle OAj et la bielle AjEi sont dans le ' prolongement 
l'une de l'autre. 

Deuxième cas : une des deux manivelles peut faire 
un tour complet autour de son axe de rotation, mais 
pas l'autre. — Supposons, par exemple, que OA 
puisse ifaire un tour complet autour de 0, mais qu'a- 
lors O'B ne fasse pas un tour complet et oscille seule- 
ment entre deux positions extrêmes. Le mécanisme 
peut, dans ce cas, servir à transformer un mouvement 
de rotation continu autour de en un mouvement 
oscillatoire autour de 0' ou, inversement, un mouve- 
ment oscillatoire autour de 0' en un mouvement de 
rotation continu autour de 0. 

C'est ce qui se passe dans le système articulé à 
quatre membres que nous avons étudié dans la ma- 
chine de la figure 12. Le balancier DG ne fait qu'oscil- 
ler autour de D, entre deux positions extrêmes, quanc) 
la manivelle AB fait un tour entier autour de son 
axe A. 

Un mécanisme de ce genre est employé dans les 
tours à pédale. La pédale a un mouvement d'oscillation 
ou mouvement alternatif autour d'un axe fixe; elle 
communique, par l'intermédiaire d'une bielle et d'une 
manivelle, un mouvement de rotation continu au tour. 

Troisième cas : les deux manivelles peuvent faire une 
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révolution complète autour de leurs axes. — Dans ce 
cas, quand l'une des manivelles fait une révolution 
autour de son axe, elle oblige l'autre à faire également 
une révolution autour de son axe. Le mécanisme peut 
alors servir à transformer un mouvement de rotation 
continu autour d'un axe O en un mouvement de rota- 
tion continu autour d'un axe parallèle 0'. L'exempl(^ 
le plus simple de ce troisième cas s'obtient en suppo - 
sant les deux manivelles égales entre elles et la blclliî 
égale à la distance des centres. Le quadrilatère OO'BA 
est alors un parallélogramme articulé, s'il est convexe 

Fig. i5. 





(^fig. i5, I); c'est la figure appelée contre -parallcla- 
gramme, s'il est concave (^Jig- i5, II). 

On peut dire que la solution qui consiste à prendre 
un parallélogramme articulé est évidente a priori: 
quand on l'emploie, les deux manivelles tournent avec 
la même vitesse angulaire. 

lo. Tige guidée et manivelle réunies par 
une bielle. — Pour transformer un mouvement recti- 
ligne alternatif en mouvement circulaire continu, on 
emploie fréquemment une tige guidée qui est réunie à 
une manivelle par une bielle. Ce dispositif est constam- 
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ment employé dans les machines à vapeur. Le mouve- 
ment de va-et-vient de la tige du piston FG Ç^fig» 1 6) est 
transformé en un mouvement de rotation autour d'tin 
axe fixe A, par l'intermédiaire de la bielle CB articulée 
en G à la tige du piston et en B à l'extrémité de la 
manivelle AB. Pour que la tige du piston ne soit pas. 

Fig. i6. 




\ 



\ 



\ 



/ 



/ 




faussée par la bielle, qui exerce sur elle un efibrt oblique,, 
on guide sa tête G par une glissière rectiligne JM qui: 
ne lui permet plus qu'un mouvement de translation 
rectiligne. 

Gherchons la relation qui lie la position du point C 
de la tête du piston à celle de la manivelle. Faisons 
une figure schématique (y?</ i6) où nous représente- 
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rons chacun dés membres du système articulé par une 
droite. Soient FG la tige du piston qui va et vient sur 
Taxe fixe AX, CB la bielle de longueur 6, AB la mani- 
nelle de longueur m. Appelons a l'angle de la manivelle 
avec AX, g l'angle de la bielle avec CA. 
. La proportion des sinus appliquée au triangle ABC 
donne à chaque instant, entre ces deux angles, la rela- 
tion 

(i) msina = 6sinp. 

D'autre part, l'abscisse x = AG du point C est 1» 
somme AD + DC des projections de la manivelle et de 
la bielle sur OX 

(2) X =^ m cos a -f- 6 cos ^ 



La relation (i) donne b cos g = y/ 6^ — b^ sin- f = 
yb^ — m* sin' a ; d'où, en portant dans (2), 



(3) X = m cos a -h V^6- — m^ sin^ a ; 

on a ainsi x en fonction de a. 

Quand a part de zéro, la figure montre que g part 
aussi de zéro et a; de 6 + m ; a croissant, g croît ; pour 

a = — , P atteint un maximum ; puis, a continuant à 
2 

croître, g décroît; pour a = ::, iîi est nul et x égal à 
b — m. 

; On pourrait calculer la vitesse du point C en calcu- 
lant la dérivée — de x par rapport à / à l'aide de la 
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dx 
relation (3) et remarquant que a' = , est la vitesse 

-angulaire de la manivelle ; mais ce calcul sortirait des 
limites du programme. 

Remarque. — Dans la plupart des machines, la 
bielle est très longue par rapport à la manivelle, 
Tangle p est petit, cos (3 reste sensiblement égal à i , et 
Ton a approximativement, d'après (2), 

X = m cos a -h 6 : 

Tabscisse x du point C diflère donc, d'une constante 
b, de l'abscisse 

AD = m cos a 

de la projection D du point B sur AX, et la vitesse du 
point C est sensiblement égale à celle du point D. 

11. Pantographes et inverseurs. — Les sys- 
tèmes articulés plans qui suivent sont plutôt des instru- 
ments d'un caractère géométrique que des mécanismes 
employés dans les machines. 

Ces systèmes permettent de réaliser mécaniquement les 
deux transformations de figures que Ton a étudiées en. 
Géométrie sous le nom d* homothétle et d'inversion ou trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques. 

12. Homothétie; pantographe. — On sait que la 

définition de l'homothétie directe est la suivante. Soient 

O un point fixe appelé centre d^homothétie Çfig- 17), h un 
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nombre constant positif; faisons correspondre, à chaque 
point M d*un plan passant par O, un |)oînt M' tel que les 
points M, M' soient alignés avec 0. d*nn mftme côté de 
et que Ton ait 

OM' 



CM 



= A-. 



Quand le point M décrit une ligne, le point M' décrit 
une ligne homothélique. Quand le point M parcourt le» 



Fig. 17. 



M 



contours d'un dessin, le point M' décrit un dessin homothé- 
lique, c'est-à-dire un agrandissement ou une réduction du 

dessin primitif à une échelle k. Par exemple, si /c == - , 

le point M' décrit une réduction au tiers. 

Le pantographe permet de réaliser cette transformation 
par un système de tiges. 

Imaginons un parallélogramme articulé GASB (^fig» 18) 
dans lequel les tiges SA et SB sont prolongées chacune 
d*une quantité égale à sa propre longueur : 

AE = SA = a, 
BM = SB = 6. 



3o CHAPITRE 1. CINÉMATIQUE 

Oii ' assujettit le côté SE à tourner autour d*un de ses 
points supposé fixe : pour cela, le côté SE porte un cut- 
^eur pouvant glisser sur AE et pouvant se fixer en un 
point quelconque de AE : ce curseur porte un canon dans 
lequel est fixée une pointe d'acier pouvant servir de pivot à 
Tappareil. Le point fixe va être le centre d'homothétie. 

Désignons par k le rapport des distances du pivot aux 

deux sommets A et S : 

. î ■ . ■ ■ ■ . , . 

Marquons ensuite, sur la tige AC, le point M' tel que 

Quelle que soit la configuration du quadrilatère, les, trois 
points 0, M', M seront en ligne droite et Von aura 

. • En effet, si Ton joint OM' et OM, les deux triangles 
OAM', OSM, sont semblables comme ayant des angles égaux 
en A et S compris entre côtés proportionnels, puisque, 
d* après (i) et (2), 

OA AM' 



OS SM 



k. 



Les angles AOM' et SOM sont donc égaux, et OM' se con- 
fond en direction avec OM. En outre, le rapport de simili- 
tude des deux triangles OAM' et OSM étant /i, le rapport 

OM' 

des côtés 7—7 est ée;al à k. 
OM 
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En résumé, quand on fait tourner le parallélogramme 
autour de O, en le déformant dans un plan fixe, le point 
M' reste homothétique de M par rapport à O. le rapport 
d'homothétie étant k. Si donc on place une pointe à cal- 
quer dans un canon fixé en M et un crayon dans un canon 
fixé à un curseur placé en M\ quand on fera décrire à la 
pointe M un dessin quelconque, le crayon M' décrira un 
dessin homothétique à Téchellc k. 

Si Ton place en E, M' viendra en C : alors 

si donc on met le pivot en E, quand M décrit une iigunv 
C décrit la figure réduite de moitié. 

Il va de soi qu'on ne pourra faire décrire aux points M 
et M' que des figures situées dans une certaine région 
limitée du plan, car les distances OM et OM' restent com- 
prises entre des limites dépendant des dimensions de Tap^ 
pareil. 

• . ■ 

i3. Inversion; inverseur de Peaucellier. Rap- 
pelons d'abord la définition géométrique de l'inversion. 
Soit, dans un plan fixe, un point fixe O (fig- 17) appelé 
pôle d'inversion et une constante positive k^ donnée. Fai- 
sons correspondre, à chaque point M du plan, un point M' 
aligné avec lui, de telle façon que 

OM.OM^==/c^ 

Les deux points M et M' sont dits inverses suivant le mo-* 
dule k^. Quand M décrit une figure. M' décrit une 
figure dite inverse de la première. Par exemple, on a vu 
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en Géométrie que, si M décrit une droite. M' décrit une 
citconférencé passant par le pôle et réciproquementi; si M 
décrit un ceixle ne passant pas par le pôle O, M'i décrit un 
autre cercle ne passant pas par 0. 

On peut réaliser mécaniquement cette transformation à 
l'aide d*un système articulé à six tiges, imaginé pài^ le 
général PeaucelUer. 

Considérons Çfg- 19) un losange articulé MAM'B, dont 




deux sommets opposés A et B sont reliés à un point fixe O 
par deux tiges égales OA et OB, articulées en O et articu- 
lées également aux sommets A et B. 

Quelle que soit la position qu'on donne à ce système, 
dans un plan, autour du point en en faisant varier le» 
angles, les points M et M! restent alignés avec O et Von a 

En effet, la droite MM' est perpendiculaire à AB en son 
milieu C ; elle va donc passer au point qui est également 
distant des deux points A et B. En outre, si Ton imagine 
la circonférence décrite de A comme centre avec AM = 
AM' = R comme rayon, le produit OM . OM' est la puis- 
sance du point O par rapport à cette circonférence. On a 

donc 

OM.OM' = d2_R2 



SYSTÈMES ARTICULÉS PLANS 33 

ea appelant d la longueur de la tige OA qui donne la dis- 
tance de O au centre A de la circonférence. Comme (/ et R 
sont constants, le produit OM . OM' est une constante. 
L'appareil réalise donc une inversion ou transformation 
par rayons vecteurs réciproques de module k^ —- d^ — R*. 
Si Ton fait décrire à M une ligne, un crayon fixé en M' 
décrira la ligne inverse. 

Mais il faut encore remarquer que, dans cet appareil, 
la transformation est limitée à une portion du plan com- 
prise entre deux circonférences concentriques. En effet OM 
est évidemment inférieur ou égal à OA -+- AM ou à cf --}- R 
<.'t OM' est supérieur à OA — A M' ou à d — R. Les points 
M et M' sont donc situés dans la couronne comprise entre 
les deux cercles décrits de O comme centre avec d -f- R et 
d — R comme rayons : l'appareil ne permet de réaliser hi 
transformation que pour les points de cette couronne. 

Par exemple, si M' décrit, dans cette couronne, un arc 
<rune circonférence passant par 0, le point M décrit dans 
cette même couronne, une portion de droite. On a donc 
un moyen de transformer rigoureusement le mouvement 
d'un point sur un arc de cercle en un mouvement rccli- 
ligne. 

Nous avons, dans ce qui procède, supposé rf >> R ; si d 
était inférieur à R, l'appareil donnerait une transforma- 
tion par inversion dans laquelle les points M cl M' seraient 
de part et d'autre de 0. 

EXERCICES SUR LE CHAPITRE I 

I. Une circonférence roule dans rinlcTieiir d'une circoiiféreiico 
fixe de rayon double. Démontrer qu'un point M de la circon- 

Appell et Chappuis. — Leçons, II. [S 
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férence mobile décrit un diamètre de la circonférence fixe. En 
supposant que la droite qui joint les centres des deux circon- 
férences tourne avec une vitesse angulaire constante donnée, cal- 
culer la vitesse du point M à un instant /. ' 

a. On veut transformer un mouvement de rotation autour d'un 
axe ûxe en un mouvement de rotation autour d*un axe parallèle, 

de telle façon que le rapport — des deux vitesses angulaires ait 
pour valeur algébrique 

^\\ 2M • 

0) 49 * 

comment peut-on réaliser cette transformation à l'aide de deux 
arbres intermédiaires, en n'admettant pas de roues dentées de plus 
de 120 et de moins de 8 dents. 

Réponse. — Ce problème comporte un grand nombre de 
solutions ; comme on a 

0V| 2^.3'^ 

on aura une solution en cherchant à mettre ce rapport sous la 
forme indiquée au n® 7, pour le cas de deux arbres intermé- 
diaires, chacun des trois facteurs du numérateur et du dénomi- 
nateur étant égal au moins à 8 et au plus à 120. On a, par 
exemple, une solution en prenant 



une autre en prenant 



'"1 

(0 


4o . 4o . 9 . 
i4. i4. 25' 


^'J r- 


24.24.9 


<i) 


i4. 14.9 



Etc., etc. 

3. Conditions pour que, dans le système bielle et manivelles du 
n" 9, une manivelle soit à révolution complète. 
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ip. ni. 



Il faut, j)our cela, que le quadrilatère OAHO' (J'uj. i3) puisse 
être construit quelle que soit la valeur de Taiigle O'OA a. 

fi. Inverseur de Ilart — Cet inverseur a wulenient f^imtre thjrH. 
Soit {fig. 20) un contre parallé- 
logramme articulé , c'est-à-dire y\ 
quatre tiges articulées formant un 
(piadrilatère concave dans lequel 
AB = CD, AD rrr BG. Prenons 
sur ces tiges quatre points 0, M, 
M', O' qui, pour une certaine 
configuration du contre-parallé- 
logramme, soient sur une droite 
parallèle aux lignes DH et AC. 

On démontrera que, si Ton déforme \v contre-parallélogramme 
en fixant le point O, les points M et M' restent alignés avec () o\ \o 
produit des segments 0\f, OM' resto cuminnl. I.cs points M et 
M' décrivent alors des figures inverses. 
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FORCES APPLIQUÉES A UN POINT MATÉRIEL 



DYNAMIQUE ET STATIQUE DU 

POINT 

§ I. — PRINCIPES FONDAMENTAUX 

i4. Axes fixes. — On rapporte les positions de 
loiis les corps à un système d'axes que Ton appelle, 
par définition, axes absolument fixes : ce système d'axes 
est un trièdre ayant son sommet au centre de gravité 
du système solaire (point placé très près du centre du 
Soleil) et ses arêtes dirigées vers trois des étoiles appe- 
lées étoiles fixes, 

i5. Point matérieL — Afin de commencer par le 
problème le plus simple, on étudie d'abord le mouve- 
ment d'une portion de matière assez petite pour qu'on 
puisse, sans erreur sensible, déterminer sa position 
comme celle d'un point géométrique. Une telle portion 
(le matière s'appelle un point matérieL On considère 
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ensuite les corps comme formés par la réunion d'un 
très grand nombre de points matériels. 

En même temps qu'il change de position un point 
matériel peut tourner et se déformer ; mais on ne s'oc- 
cupe, dans ce qui suit, que de la position du point et 
non de la manière dont il peut tourner et se déformer. 

L'observation et l'expérience montrent que les points 
matériels agissent les uns sur les autres : ainsi les points 
matériels qui constituent un corps appelé solide agissent 
les uns sur les autres de façon à maintenir, à peu de 
chose près, la forme du corps quand on cherche à le 
déformer ; deux points élcctrisés s'attirent ou se repous- 
sent; etc. 

i6. Principe de Tinertie. — Un point matériel 
livré à lui-même a, par rapport aux axes fixes, une 
accélération nulle. D'après ce principe, un point ma- 
tériel livré à lui-même est, ou bien immobile, ou bien 
animé d'un mouvement rectiligne et uniforme. 

Les deux cas peuvent se présenter suivant les con- 
ditions initiales dans lesquelles on place le point : i® on 
peut supposer le point livré à lui-même sans vitesse, 
alors il reste immobile; 2** on peut supposer qu'on 
livre le point à lui-même après lui avoir commu- 
niqué, par un procédé quelconque, une vitesse \ , 
par exemple après l'avoir lancé avec la main; alors il 
conserve indéfiniment cette vitesse en grandeur, direc- 
tion et sens et il prend un mouvement rectiligne ot 
uniforme de vitesse V. 



\ 
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17. Force. — D'après le principe de rinerlie, si 
Ton observe un point matériel possédant une accéléra- 
tion, ce point n'est pas livré à lui-même; d'autres 
points agissent sur lui. L'accélération que possède le 
point est l'effet d'une cause extérieure à lui ; cette cause 
est ce qu'on appelle une force. L'effet d'une force sur 
un point est donc de lui imprimer à chaque instant une 
certaine accélération v. On ne s'occupe pas en Méca- 
nique et en Physique de lessence des forces qu'il est 
impossible de pénétrer ; ou cherche, simplement, à 
prévoir et à calculer les effets des forces. Dans ce but, 
on caractérise el l'on mesure chaque force par l'effet . 
qu'elle produit sur un point matériel, c'est-à-dire par 
Faccéléraliou qu'elle lui imprime. 

18. Masse. — Quand un poinl matériel déterminé, 
:><)umis à une force, possède, à un instant /, uneaccé- 
léralion v, on représente la force qui agit sur lui à cet 
instant par un \ccleur F a>ant pour origine le point, 
pour direction et sons la direction et le sens de l'accé- 
lération Y et pour longueur le produit de y par un coefli- 
cient positif///, caractéristique du point et appelé /na.w^ 
du poinl : 

F = //iy- 

Une force est donc représentée par un vecteur', on 
dit qu'elle a pour point crapplicalion le point matériel 
sur lequel elle agit, ({u'elle a pour direction et sens la, 
direction et le sens du vecteur qui la re[)réscnte, enfin 
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qu'elle a pour intensité le nombre qui mesure la lon- 
gueur du vecteur. On peut résumer ce qui précède en 
disant qu'une force F, agissant sur un point matériel, 
lui imprime une accélération y, liée à F par la relation 
géométrique 

(F) = m (r). 

vraie en grandeur, direction et sens. 

Quand par la suite nous parlerons d'une force F 
appliquée à un point, il faudra toujours entendre par 
là un certain vecteur défini en grandeur, direction et 
sens. 

Remarque importante. — Ces faits ne sont rigou- 
reusement vrais que pour les mouvements rapportés 
au système d'axes fixes indiqué. Mais ce n'est qu'en 
Astronomie ou dans le cas de quelques expériences tout à 
fait exceptionnelles (comme le pendule de Foucault, par 
exemple) que l'on a besoin de se servir de ce système 
d'axes. Dans l'immense majorité des cas, il est permis 
de prendre un système d'axes lié à la Terre : il n'en 
résulte aucune inexactitude appréciable, comme le 
montre l'observation, d'accord avec la théorie des 
mouvements relatifs. 

19. Pesanteur; poids: i** Point matériel. — 
Un point matériel lancé dans le vide prend par rapport 
à la Terre une accélération (/, constante en un même 
Heu, dirigée suivant la verticale descendante du lieu. 
On dit que cette accélération est due à la pesanteur ; 
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elle varie avec la latitude et Tallitude ; à Paris, elle est 
représentée par le nombre 981, l'unité de longueur 
étant le centimètre, et Tunité de temps étant la seconde 
de temps moyen. On en conclut qu'un point pesant 
est, en un lieu déterminé, soumis à une force con- 
stante dirigée suivant la verticale descendante ; cette 
force s'appelle le poids absolu du point. L'intensilé 
du poids absolu d'un point de masse m est liée à l'ac- 
célération g imprimée par ce poids au point, par la 
relation 

p ^^ mg, 

qui nous servira plus loin à la mesure des masses. Ce 
poids absolu varie, comme jr, avec la latitude et l'al- 
titude, 

2" Corps quelconque. — On regarde un corps quel- 
conque comme formé par la réunion d'un très grand 
nombre de points matériels. La masse totale M d'un 
corps est la somme des masses Wj, m^^ . . . , w^ des 
points matériels qui le constituent 

M m: m, -f m2 -h . . . - }- m„. . 

Les corps que l'on a à considérer, en Mécanique 
appliquée ou en Physique, ont des dimensions assex 
petites pour que la valeur de l'accélération jr, due à la 
pesanteur, soit la même en grandeur, direction et sens 
dans toute leur étendue. Les poids absolus des divers 
points matériels constituant un de ces corps sont alors 

Pi = rn^g, p^ ^- nug, .... p„ ----- m„(/ ; 
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leur somme 

s'appelle le poids absolu du corps au lieu considéré ; 
d'après les valeurs de p^, pj, • • • j Pn en fonction des 
masses, on a immédiatement 

P = (mj -f- m2 -I- . . . I mn)g = Mg. 

Le poids absolu d'un corps en un lieu est donc le 
produit de la masse totale du corps par Taccélération 
due à la pesanteur en ce lieu. 

Quand un point matériel est retenu par un obstacle, 
il peut rester immobile; par exemple, un point pesant 
placé sur une table ou sur la main de l'observateur 
reste immobile ; cela tient à ce que l'obstacle exerce 
aussi sur le point une réaction ou force, et cette force 
empêche le poids absolu de mettre le point en mou- 
vement. 

Le point matériel exerce alors sur l'obstacle une 
action, ou force pressante, ou pression totale, égale à 
son poids absolu. C'est ainsi qu'on peut, très grossiè- 
rement, comparer entre eux les poids absolus des corps 
par la sensation de l'effort musculaire nécessaire pour 
les empêcher de tomber. 

20. Les trois unités fondamentales. — En 
Géométrie on n'emploie qu'une unité fondamentale , 
l'unité de longueur, d'où l'on déduit ensuite les unités 
dérivées de surface et de volume. 
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En Cinématique on se sert de deux unités fonda- 
mentales : l'unité de longueur et celle de temps, et 
Ton en déduit les unités employées aux mesures des 
autres quantités, vitesse, accélération. 

Enfin, en Mécanique, il faut employer trois unités 
fondamentales y les unités de longueur, de temps et 
une troisième unité qui est, suivant les deux sys- 
tèmes en usage, une unité de masse ou une unité de 
force. 

21. Système C. G. S. — Ce système repose sur 
ce fait que les masses des corps sont proportionnelles 
à leurs poids absolus en un même lieu. En effet, soient 
m, hi'j m", . . . les masses de certain s corps ;/),/)',p", . . . 
leurs poids absolus en un lieu où l'accélération due à 
la pesanteur est r/ : on a 

p ^^ mg, p' = m' g, p' -■- m' g, ... ; 
les quantités /), p', //, . . . sont proportionnelles à 



m, m', 


m\ 


• • • • 




Si 












P -P'> 


m ---- m' ; 


cl si 












p--p' ! />", 


m - -- m' } /m". 



Dès lors on peut, à l'aide d'une balance, comparer 
entre elles les niasses des corps. Lorsqu'on pèse un 
corps dans le vide, par la méthode de double pesée, 
on le place dans un plateau d'une balance, on lui fait 
équilibre avec une tare; puis on enlève le corps et on 
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le remplace par des poids marqués, de façon à rétablir 
l'équilibre. Dans ces conditions, le corps a même masse 
que les poids marqués. En effet, il est évident que le 
corps et les poids marqués, faisant successivement 
équilibre à la même tare, exercent la môme action sur 
le plateau ; le corps et les poids marqués ont donc 
même poids absolu et par suite même masse. 

Prenons alors comme unité de masse la masse d'un 
centimètre cube d'eau au maximum de densité ; cett(* 
unité s'appelle le. gramme-masse. Tous les corps qui, 
dans la méthode de la double pesée, font équilibre 
à la même tare qu'un poids marqué i gramme, ont 
même masse que ce poids marqué, c'est-à-dire même 
masse qu'un centimètre cube d'eau ; ils ont donc une 
masse i. Tous les corps faisant équilibre à la même 
tare qu'un poids marqué 2 grammes ont pour masse 
2, etc. Tous les corps faisant équilibre à la même tare 
qu'un poids marqué n grammes (/i entier ou fraction 
naire) ont une masse mesurée par le nombre n. 

Conformément aux principes adoptés par la Commis- 
sion britannique en 1871 et par le Congrès des Elec- 
triciens en 1881, on a pris comme unités fondamen- 
tales : pour la longueur, le centimètre C ; pour la 
masse, la masse du gramme Ci ; pour le temps, la 
seconde de temps moyen S. 

Ce système d'unités est le système C. G. S. (centi- 
mètre, gramme-masse, seconde). 

Unité de force dans le système C. G. S. Dyne, — 
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Une fois qu^on sait mesurer les longueurs, les masses 
et les temps, on sait mesurer les forces d'après la rela- 
tion fondamentale 

F = mv 

qui lie l'intensité de la force à l'accélération qu'elle 
imprime à un point de masse m. L'unité de force sera 
la force exprimée par le nombre i ; pour avoir F = i 
il suffit de faire m=z i^ T ^=^ ^ • 

Dans le système C. G. S. l'unité de force est la 
force qui, agissant sur l'unité de masse, un gramme- 
masse, lui imprime l'accélération i, les unités de lon- 
gueur et de temps étant le centimètre et la seconde. 
Cette unité de force s'appelle la dyne. Elle est très 
petite par rapport aux forces que l'homme peut déve- 
lopper avec son système musculaire. Ainsi, à Paris, 
lo poids absolu de i gramme-masse (centimètre cube 
d'eau) est 981 dynes, car ce poids p imprime^ïTla 
masse i une accélération de 981 unités; on a dès lors 

/) = I X 981 dynes. 

La dyne est donc un poids de l'ordre de grandeur 
(lu milligramme-poids. L'effort musculaire qu'on fait 
on soutenant un poids de i''^ est de 981 000 dynes, ou 
sensiblement une mégadyne (i 000000 dynes). 

Poids commerciaux. — Il résulte de ce qui précède 
que les quantités appelées poids dans le commerce ne 
sont pas dos poids, mais dos masses ; lo poids rom- 
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mercial d'un corps en grammes n'est autre chose que 
sa masse dans le système C. G. S. 

22. Deuxième système. — On emploie fréquem- 
ment, dans les applications industrielles, un deuxième 
système d'unités dans lequel on considère, comme 
unités fondamentales, les unités de longueur, de force et 
de temps, l'unité de masse devenant alors une unitc' 
dérivée. Ce système est le suivant : 

Unité de longueur. . mètre 

Unité de force. . . kilogramme-force 

Unité de temps. seconde 

le kilogramme-force ou kilogramme-poids étant le |)oids 
absolu d'un litre d'eau à Paris. Il est indispensable 
d'ajouter, dans la définition de cette unité de force, que 
le poids absolu est pris en un lieu déterminé, Paris 
par exemple, car le poids absolu d'un corps change 
avec la latitude et l'altitude. 

Unité de masse dans ce système. — Dans ce système 
la masse d'un corps est définie par la formule 

9 

p étant le poids absolu évalué en kilogrammes-forces 
et g l'accélération due à la pesanteur. Si Ton fait 
pz=.g^ on a m = i. L'unité de masse est donc la 
masse d'un corps dont le poids absolu est g kilo- 
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grammes- forces. A Paris, g étante avec ce choix 
d'unités fondamentales, égal à 9,81, l'unité de masse 
sera la niasse de 9*, 81 d'eau distillée à 4°- 

L'inconvénient de ce système est que l'unité de 
force, le kilogramme-force, est une quantité dont la 
définition exige l'indication d'un lieu déterminé à la 
surface de la Terre ; de plus, la masse d'un corps, qui 
est une qualité physique inhérente à ce corps, est 
exprimée par des nombres différents, suivant que le 
kilogramme-force est défini en un lieu ou l'autre de 
la Terre. C'est ce que Ton évite dans le système C. G. S., 
pour lequel la définition des unités n'exige l'indication 
d'aucun lieu déterminé. 

Gramme-force. — Le gramme-force est le poids 
absolu d'un centimètre cube d'eau à Paris ; c'est la mil- 
lième partie du kilogramme-force que nous venons de 
définir. 

23. Mesure statique des forces. — Le système 
de mesures qui consiste à prendre un poids absolu 
pour l'une des unités fondamentales a été le premier 
employé. Cela tient à ce que l'homme s'est d'abord 
fait une idée de la force par TeiTort qu'il est obligé de 
faire pour supporter un fardeau ; d'où la comparaison 
des forces aux poids. Celle comparaison peut se faire 
d'imc manière plus précise à Taide du dynamomètre 
(^fig- 21). Prenons un ressort de forme quelconque, 
dont la flexion peut être mesurée par une graduation ; 
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suspendons à ce ressort, à Paris, des poids de i''*', do 
2**^, etc. ; nous pourrons noter les flexions correspon- 
dantes. 

Alors pour trouver l'intcnsilé d'une force quel- 




conque agissant sur un point matériel, nous pourrons 
fixer le point à l'extrémité du ressort, convenablement 
orienté, et noter la flexion correspondante ; nous au- 
rons la mesure de la force en kilogrammes-forces. 



24.- Principe de l'indépendance des effets 
des forces. Composition des forces appliquées 
à un point. — Lorsque plusieurs forces agissent 
simultanément sur un point matériel, F accélération 
qu'il prend, à chaque instant^ est la somme géométrique 
des aecélérations que chacune des forces lui imprime- 
rait à cet instant si elle était seule. 
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On déduit immédiatement de ce principe la compo- 
sition des forces appliquées à un point matériel. 

L'accélération irnprimée à un point, à un instant 
quelconque, par des forces Fj, F2, . . . , F„, en nombre 
quelconque, est la même que si le point était sollicité à 
cet instant par une force unique F égale à leur somme 
géométrique. Considérons des forces qui, agissant sé- 
parément sur le même point M, lui communique- 
raient respectivement des accélérations vj, y^, ..., y„. 
Les valeurs de ces forces à l'instant t sont en grandeur, 
direction et sens 

(FO = m(YO, (F.) = m(y,). . . . , (F„) = m(Y„). 

Lorsque toutes ces forces agissent en même temps sur 
le point M , elles lui communiquent une accélération y 
égale à la somme géométrique de yn Y^v • • > Y/. 

(ï) = (ïl) + (ï2)-4-... + (ïn). 

La valeur F à Tinstant t de la force unique qui com- 
muniquerait au point celte même accélération Y (yîj'. 22) 
est 

(F) = m(r). 

Les ligures formées par les points Fj, Fg, . . . , F„, F 
d'une part, et Ic^ points Yi, Y2> • • • ? Yn> ï d'autre part 
sont donc homothétiques par rapport au point M, le 
rapport d'homothétie étant m ; comme y est la somme 
géométrique de Yi> Y2> • • • » Y"» '^ force F est la 
somme géométrique de Fj, F2, . . • , F„ : 
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le théorème est donc démontré. 

Cette force unique F, qui produit h même accéléra 
lion que les autres agissant 
simultanément, s'appelle la ré- 
sultante des {orce& Fj, F2, . . . , 
F„, les forces Fj, F2, . . . , F,, 
elles-mêmes étant les compo- 
rtantes. 

On peut alors, toutes les 
fois que plusieurs forces agis- 
sent simultanément sur un 
point, les remplacer par leur 
résultante. Cette opération s'ap- 
pelle composition des forces 
appliquées à un point. Comme 
elle est identique à celle qui consiste à faire la somme 
géométrique des vecteurs représentant les forces, on 
voit qu'on peut lui appliquer tout ce que nous avons dit 
de la composition des vecteurs. 

La résultante de deux forces est la diarjonale du 
parallélogramme construit sur ces forces. 

La résultante de trois forces est la diagonale du 
parallélépipède construit sur ces forces ; etc. 

La projection de la résultante d'un nombre quel 
conque de forces appliquées à un point, sur un axe, est 
égale à la somme des projections des composantes. 

Inversement, il peut être utile de remplacer une 

Appell et Chappvis. — Le 'onu. II. /i 
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force unique F, appliquée à un point, par d'autres 
Fi, F2, . . . , F„ dont elle serait la résultante : cette opé- 
ration, appelée décomposition d'une force en forces 
concourantes, est identique à l'opération de la décom- 
position d'un vecteur. On pourra donc lui appliquer 
tout ce qui a été dit à son sujet. 

25. Résumé; équation fondamentale de la 
Mécanique. — En résumé, imaginons un point sol- 
licité par des forces Fj, Fg, . . . , F„ en nombre quel- 
conque. Soient F la somme géométrique ou résultante 
de ces forces à un instant /, y l'accélération de ce point 
au même instant, m sa masse ; les deux vecteurs F et 
Y ont même direction et même sens et leurs grandeurs 
sont liées par la relation 

F = my. 
C'est là l'équation fondamentale de la Mécanique. 

§ II. — ÉQUILIBRE D'UN POINT LIBRE 

26. Équilibre d'un point. — Plusieurs forces 
appliquées à un point se font équilibre lorsque, le point 
étant au repos, ces forces ne lui impriment aucun mou- 
vement. L'accélération v que ces forces réunies im- 
[)riment au point est alors nulle. 

Donc, la résultante F = my de ces forces est nulle. 
Cette condition nécessaire de l'équilibre est évidem- 
ment suffisante, d'après le principe de Tincrlic. 
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27. Cas particulier de deux ou trois forces: 
i" Deux forces* — Soit un point libre sollicité par 
deux forces F^ et F^ ; pour qu'il soit en équilibre, il 
faut et il suffit que ces deux forces soient égales et 
opposées. 

2® Trois forces. — Supposons un point sollicité 
par trois forces (^Jig> 2.'^). Pour (ju'elles so fassent équi 
libre, il faut et il suffit que leur 
somme géométrique soit nulle, cVst 
à-dire qu'elles soient parallèles et 
égales aux côtés d'un triangle 0F,\ 
parcourus dans un même sens de 
circulation. On peut dire aussi en ^-^ 
s'appuyant sur ce que, dans un 
triangle, chaque côté est proportionnel au sinus de 
Tangle des deux autres, qu'il faut et il suffit : 

1° Que les trois forces concourantes soient dans un 
même plan ; 

2® Que chacune d'elles soit à l'extérieur de l'angle 
des deux autres ; 

3® Que l'intensité de chacune d'elles soit propor- 
tionnelle au sinus de l'angle des deux autres 

F. F, F, 




sin(FîF3) sinCFaFO sin(F.F,) 

28. Équations d'équilibre d'un point libre. 
— Appelons Fj, Fo, . . . , F„ les forces appliquées au 
point et projetons-les sur trois axes O.r, Ov, ():. \ppe- 
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Ions Xi, Y,, Zj les projections de F, ; Xj, Yg, Z^ 
celles de Fa; ... ; X„, Y„, Z„ celles de F„. La résul- 
tante F de toutes ces forces a pour projection, sur 
chacun des axes, la somme des projections des compo- 
santes. Pour que le point soit en équilibre, il faut et 
il suffit que cette résultante soit nulle, c'est-à dire que 
la somme des projections des composantes sur chacun 
des axes le soit. On a ainsi les trois équations d'équi- 
libre d'un point libre 



A-l 1 ^2 * ' 


. + x„ 


— o. 


Y, + Y2+.. 


. + Y„ 


- o. 


Z| f /j2 1 . . 


. + z„- 


— 0. 



Fig. 2i 



29. Exemple : Équilibre d'un point pesant attiré 
par un centre fixe proportionnellement à la dis- 
tance. — Soient M une po- 
sition du point, m sa masse. 
Le point est pesant, c'est-à- 
dire qu'il est sollicité par 
une force verticale descen- 
dante Fi d'intensité m^ {fi9' 
24). En outre il est attiré 
par O proportionnellement 
à la dislance OM : cela veut 
dire qu'il est sollicité par 
une deuxième force F2 dirigée de M vers O ayant pour in- 
tensité k. OM, où k est une constante qui représente l'in- 
tensité de l'attraction qu'exercerait le point 0' sur le point M 
à l'unité de distance. Pour que le point soit en équilibre, 
il faut et il siifTil que la résultante ou somme géométrique 
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de ces deux forces Fi et F^ soit nulle. U faut et il sutlii, pour 
cela, que F^ et Fg soient égales et'opposées. Gomme Fj est 
verticale descendante, F2 doit ôlrc verticale ascendante, a*. 
qui "montre que la position d'équilibre cherchée K est sur 
la verticale Oz du point 0, au-dessous de 0. En outre, F^ 
devant avoir même intensité que F.,, on aura 

Le point E est ainsi entièrement déterminé. 
On retrouvera facilement le même résultat en employant 
les équations d'équilibre. 

EXERCICES SUR LES i^S I ET II 

1. On sait que, à la surface de la Lune, Faccélération que 
prend un point pesant abandonne à lui-même et tombant sur la 
Lune est 

î/' = o,i74î/^ 170, 

l'unité de longueur étant le centimètre et l'unité de temps la 
seconde. 

Quel est, en dynes, le poids absolu d'un centimètre cube d'eau 
k la surface de la Lune P 

Quel est, en kilogrammes- forces, le poids absolu d'un litre d'eau 
à la surface de la Lune.*^ 

2. Trois points fixes A, B, C, en ligne droite, attirent un 
point M en raison inverse de la distance, l'attraction de chacun 
de ces points sur le point M étant i dyne quand le point M en 
eéi à icra de distance. Déterminer les positions d'équilibre. 

Réponse. — Le point est sollicite par trois forces F^ , F2 , F;{ , 
dirigées suivant MA., MB et MC et exprimées en dynes par 
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les trois distances MA, MB, MC étant exprimées en centimètres. 
Tant que le point M n'est pas sur la droite ABC, l'équilibre est 
impossible, car les trois forces F| , F2, F3 ont évidemment une 

Fig. a5. 

E E' 
-^ ■ > > > I ■ » -- 



A F, M F3 F^B 

résultante non nulle dirigée vers un point de cette droite. Les 
positions d'équilibre E sont donc sur ABC. Pour les déterminer, 
prenons la droite ABC pour axe Ox et appelons a, 6, c les abscisses 
de A, B, C, X celle de E. La valeur algébrique X4 de la force 

attractive F^ = — du point A sur E est . 

EA a — X 

De môme, pour les attractions de B et C sur Ë, on a 
X2 = » X3 



6 — X c — X 

Pour que la position E soit une position d'équilibre, il faut et 
il suffit que la résultante X^ -}- X2 -}- X3 soit nulle. On a ainsi, 
pour déterminer a?, l'équation 

H = 0; 



a — X b — X c — X 

si l'on suppose a <; 6 -< c, on trouve deux positions d'équilibre, 
l'une entre A et B, l'autre entre B et C. 

On pourra vérifier que les abscissps des positions d'équilibre 
sont les racines de la dérivée du polynôme 

(x — (i)(x — 6) (x — c) 
ayant pour racines les abscisses des points attirants. 

3. Un point est attiré par deux centres fixes A et A' en raison 
inverse du carré de la distance ; déterminer ses positions d'équi- 
libre. 

Réponse. — En appelant k et k' l'intensité de l'attraction de 
chacun des points A et A' à l'unité de distance, on trouve une 
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position d'équilibre E, située entre A et A', (létcrininôo | ar la 
condition 

EA 

Èi 



KA __ Ik 
ÈA'" V U 



4. Un point M est attiré par trois points fixes A, B, C propor- 
tionnellement à la distance, Tattraction de chacun dos points sur 
lo point M à l'unité de distance ayant la même intensité. Position 
d'équilibre. 

Réponse. — Une position d'équilibre au point de rcMcontrc 
des médianes du triangle ABC 

5. Un point M est sollicité par trois forces dirigées suivant K^s 
perpendiculaires abaissées de M sur les trois cAtés d'un lriangli> 
fixe ABC et inversement pro[)ortioiinellos au\ lr)ngueurs de ces 
perpendiculaires. Positions dV([uilibrc. 

6. Un point situé dans le plan d'un tritinglc iixe ABC est 
sollicité par trois forces cwx&Umicn dirigées perprndiculairemcnt 
aux trois côtes du triangle cl vers ces côtés. 

Que doivent être ces forces pour que le point puisse? éln* en 
équilibre ? 

Combien existe- t-il alors de positions d'équilibre ? 

Dans quelle région du plan sont-elles situées? 

Réponse. — 11 faut que les forces soient proportionnelles \\\\\ 
côtés correspondants du triangle. Il existe alors une infinité di* 
positions d'équilibre qui sont tous les points de l'intérieur du 
triangle. Cela résulte immédiatement des conditions du no g-, 
relatives à trois forces appliquées à un même point. 
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§ III. — ÉQUILIBRE D'UN POINT MATÉRIEL NON LIBRE 

3o. Équilibre d'un point pesant sur un plan 
incliné* Frottement* — Quand un point pesant est 
posé sans vitesse initiale sur un plan horizontal, comme 
un objet sur une table, il reste immobile. Cela tient à 

ce que son poids p est tenu en équi- 
Fig- 26. libre par la résistance de la table. 

aR D'une façon plus précise, la table dé- 

veloppe une résistance qui est une cer- 

ji£LL-_ laine force R, égale et opposée (y?^. 26) 

au poids du point ; le point matériel, 
Ip étant alors sollicité par deux forces 

égales et opposées, est en équilibre. 
Supposons maintenant que l'on place un point 
pesant, sans vitesse, sur un plan incliné faisant un 
angle a avec l'horizon. Nous supposons que ce point 
peut seulement glisser et non rouler sur le plan : il faut 
donc se le représenter comme un petit corps solide 
reposant par une face plane sur le plan et non comme 
une bille {Jig. 27). L'expérience montre que le point 
reste immobile tant que l'angle a est suffisamment 
petit, mais qu'il se met à glisser quand l'angle a sur- 
passe un certain angle limite 9 : cet angle dépend de 
la nature de la surface du plan et de la nature du petit 
corps solide constituant le point, mais il ne dépend 
pas du poids de ce point; par exemple, si le plan est 
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une plaque de fonte et si les petits corps qu'on place 
sur lui sont en fer, l'angle © est d'environ lo**. On dit 
que cet angle est V angle de frottement du point sur le 
plan : ainsi, dans l'exemple cité, on dira que l'angle 
de frottement du fer sur la fonte est de lo®. Plus le 
plan est poli, plus l'angle limite ç est petit. Si, au lieu 
de prendre une plaque de fonte sèche, on la lubrifie 
avec de l'huile, elle devient plus glissante, l'angle ^ 
devient plus petit que lo**. 

On se rend compte de Texistence de cet angle, en 
prenant un plan matériel hori- 
zontal dont la surface est par- 
tout dans le même état, et en 
plaçant dessus de petits corps 
de même substance, mais de 
poids différents. Si 1 on incline 
le plan sans secousse, les corps 
restent d'abord immobiles , 
puis ils se mettent tous à 
glisser au moment où l'inclination a dépasse l'angle 
limite o. On a ainsi un moyen, d'ailleurs peu précis, 
de déterminer l'angle de frottement de deux subs- 
tances. 

Analysons maintenant ce phénomène. Le point étant 
en équilibre sur le plan incliné (Jig- 27), le plan 
développe une résistance ou réaction R qui fait équi- 
libre au poids p. Or ce poids p fait, avec la normale 
/nN au plan, un angle égal à a. On peut donc dire que 
le plan développe une résistance qui détruit le poids p, 
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pourvu que l'angle de ce poids avec la normale au plan 
soit moindre qu'un certain angle déterminé ç, qui est 
l'angle de frottement du corps sur le plan. 

Décomposons le poids p en deux forces: l'une N, 
normale au plan, l'autre T, dirigée suivant la ligne 
de plus grande pente. La force N ne fait qu'appuyer 
le corps contre le plan, la force T tend à le faire glis- 
ser. Mais, comme nous venons de le voir, le glisse- 
ment ne se produit pas tant que Tangle % de p avec la 
normale est moindre que (p, ou, comme a et (p sont 
aigus, tant que 

tanga < tangcp. 

Or le triangle mNp, dans lequel mN = N et Np = T, 
donne 

Donc le glissement ne se produit pas tant que 

^ <tangcp; 

il se produit quand 

T 

- >tangcp. 

La quantité tang ç s'appelle coefficient de frottement, 
au départ, du point matériel sur le plan. On désigne 
ordinairement ce coefficient par/, 

/^langcp. 
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Ce coefficient étant connu, on voit (|ue le glissement 
ne se produit pas tant que 

ï </N. 

On a ainsi les conditions (réquilibrc d'un point 
pesant sur un plan incliné avec fVolteinent. 

Réaction du plan* — Nous avons dit que, si le 
point est en équilibre, le plan produit une résistance ou 
réaction qui est une force R, appliquée au point en 
équilibre, égale et opposée au poids. Cette force R fait 
donc aussi avec la normale un angle moindre que 9. 
Si on la décompose en une composante normale N' 
(^Jig. 27) et une composante T' située dans le plan, >J 
est égale et opposée à M, T' égale et opposée à T. On 
a donc dans l'équilibre 

3i. Équilibre d'un point sur un plan sous 
l'action de forces quelconques. — Soit un plan 
fixe, un point m pouvant glisser sur ce plan, ce point 
étant sollicité par différentes forces F,, Fo, . . . , F)„ 
parmi lesquelles se trouve le poids ; soit F la résul 
tante de ces forces. Pour que le point supposé immobile^ 
ne glisse pas sur le plan, il faut et il suffit : 

1° Que la force F soit dirigée de façon à appliquer 
le point contre le plan ; 

2** Qu'elle fasse avec la normale au plan un angle 
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moindre que l'angle de frottement o du point sur le 
plan. 

Supposons qu'on décrive un cône de révolution 



Fig. 28. 




(^Jig. 28) ayant pour sommet 
m, pour axe la normale mN 
au plan et pour demi-angle 
au sommet l'angle ç. Pour 
que le point m soit en équi- 
libre, il faut et il suffit que la 
force F soit dans Vintérieur 
de ce cône. On appelle ce 
cône le cône de frottement. 
Si Fon décompose F en 
une force N normale au plan et une force T parallèle 
au plan, pour qu'il y ait équilibre il faut et il suflBt que 

Quand l'équilibre a lieu, le plan produit sur le point 
une réaction R égale et opposée à F : en décomposant 
cette réaction en une force N' normale au plan et une 
force T' parallèle au plan, W est égale et opposée à N, 
T^ égale et opposée à T ; donc, dans l'équilibre, les 
deux composantes de la réaction du plan vérifient 
l'inégalité 

Ces inégalités expriment ce qu'on appelle les lois 
du frottement à l'état d'équilibre. 



Remarque. — Comme cas limite on considère quel- 
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quefois le cas idéal où il n'y aurait pas de frottemeni, 
c'est-à-dire le cas où le plan serait parfaitement poli : 
dans ce cas, le coefficient de frottement/ et l'angle 9 
sont nuls, et, pour que le point m soit en équilibre, 
il faut et il suffit que la force F soit normale au plan 
et dirigée de façon à appliquer le point sur le plan. 

32. Point mobile sans frottement sur une 
surface fixe. — Soient une surface fixe donnée S 
(Jig- 29) et, sur cette surface, un 
point mobile M sollicité par des 
forces données dont F est la résul- 
tante. Pour que le point soit en 
équilibre, // faut que cette résul- 
tante F, si elle n'est pas nulle, 
soit normale à la surface. Pour le 
montrer, rappelons-nons que le 
point est supposé pouvoir glisser sur la surface sans frot- 
tement, c'est-à-dire que si le point supposé sans vitesse 
occupe une certaine position sur la surface, dès qu'une 
force dirigée tangentiellement à la surface vient à agir 
sur lui, elle le fait glisser, quelque petite qu'elle soit. 
Dans ces conditions, si la force F n'est pas nulle et 
n'est pas normale, on peut la décomposer en deux, 
l'une normale qui presse le point sur la surface ou qui 
tend à l'en arracher, et l'autre tangentielle qui le fait 
glisser: donc l'équilibre n'a pas lieu. Pour qu'il ait 
lieu, la force F doit donc être ou nulle ou normale à la 
surface. 
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Cette condition nécessaire est suffisante, à condition 
que le point soit lié à là surface de façon qu'il ne puisse 
la quitter ni d'un côté ni de l'autre : en effet, si la 
force F est normale, elle tend à presser le point sup- 
posé sans vitesse contre la surface ou à l'en arracher ; 
mais, comme le point ne peut pas quitter la surface, 
la force F est détruite par la résistance ou réaction R 
de la surface et le point reste immobile : il est en 
équilibre. 

Mais si le point est simplement posé sur la surface, 

d'un seul côté, comme un objet posé 
sur une table, la condition indiquée 
n'est plus suffisante pour l'équilibre; 
il faut en outre que la force, sup- 
posée normale, soit dirigée de façon 
à appliquer le point contre la surface. 
Imaginons, par exemple, une boule 
sphérique en bois parfaitement polie 
et posons, sur celte boule, un point 
pesant sans vitesse (^Jig- 3o). La 
force F agissant sur le point est le 
poids : pour qu'il y ait équilibre il faut que le poids 
soit normal à la surface ou, comme les normales à une 
sphère passent par le centre, que la direction du 
poids prolongée passe par le centre 0. Il existe deux 
points A et B de la sphère pour lesquels cette con- 
dition est remplie, le point le plus haut A et le point 
le plus bas B. Mais il est évident que ces deux points 
ne sont pas , tous deux , des positions d'équilibre : 
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en A le poids applique le point contre la boule : ( 'csi 
une position d'équilibre; en ce point la boule cxi^vcr 
sur le mobile une action R égale et opposée au poids 
V=:mg, En B, au contraire, le point mobile nVsl 
pas en équilibre, car le poids tend à arracher le uio 
bile de la boule et celle-ci no le retient pas. 

33. Point mobile sans frottement sur une 
courbe fixe. — Imaginons un point matériel M, 
mobile sans frottement sur une courbe fixe donnée (1. 
On peut se représenter, appro- 
ximativement, celte liaison en ^'g 3i. 
imaginant une sphère très pelil<» 
placée à l'intérieur d'un tube 
très fin dans lequel elle peut glis- 
ser sans frottement. On pour- 
rait aussi imaginer un anneau 
très petit enfilé dans un fil de fer 

fixe ayant une forme courbe donnée. La |)olite splièn» 
et le petit anneau donnent riniage d'un point niatcricl 
mobile sur une courbe fixe. Sur ce point, on fait agir 
des forces V\ , F.^ , . . . , F„ en nombre quelconcjue et l'on 
demande les positions d'équilibre du point. Soit F la 
résultante des forces données appliquées au point 
(Jig- 3i). On voit, comme dans le cas d'un point 
pouvant glisser sur une surface, que, s'il n'y a pas de 
frottement et si la force F n'est pas normale à la courbe, 
elle fait glisser le point et l'équilibre n'a pas lieu. Si 
elle est nulle ou normale, l'équilibre a lieu ; la force tend 
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alors à arracher le point de la courbe et elle est détruite 
par la résistance de la courbe, égale et opposée à F. 

On obtient donc les positions d'équilibre en cherchant 
les positions du point dans lesquelles la résultante F est 
nulle ou normale à la courbe C. 




EXERCICES SUR LE § III 

I. Équilibre limite d'un point pesant sur un plan horizontal 
sous l'action d'une force horizontale. 

Réponse. — Soit p le poids du point, q la force horizontale 

appliquée au point (^gf. Sa). Ces deux forces 
Fig. 32. ont une résultante F : pour que le point reste 

en équilibre» il faut et il suffit que F fasse 
avec la normale un angle a moindre que cp, 
c'est-à-dire que l'on ait 

^ < tango, 7 <//), 
P 

f désignant le coefficient de frottement. 

a. Sur un plan horizontal fixe se trouve placé un point pesant 
de masse m attiré par un point Hxe O, situé au-dessous du plan, 
en raison inverse de la dislance ; trouver les positions d'équilibre 
du point. 

Réponse. — Soient /le coefficient de frottement du point sur 
le plan, a la distance OP du point attirant O au plan (Jîg. 33), et k 
l'attraction du point O sur le point mobile M à l'unité de distance. 
Plaçons le point mobile en M, sur le plan, à une distance OM = r 
de O ; les forces directement appliquées au point, autres que 
celles qui proviennent de l'action du plan sur le point, sont au 
nombre de deux : une force 



v,= 



r 
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dirigée de M vers 0, cl une force 

Fa = my 

dirigée verticalement vers le bas. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suflil que la résultniite F 
de ces deux forces fasse, avec la normale au plan, un angle moindre 
que Tangle de frottement ^. 

Décomposons cette force F en deux, run<' N normale au plan, 

Fig. 33. 




(Dp \\ 



l'autre T située dans le plan. La composante N est la valeur ab- 
solue de la projection de F sur la verticale PO, c'est-à-dire la 
valeur absolue de la somme des projections des couiposanlos F, 
ot F2 sur PO ; on a donc, en appelant a l'angle de OM avec ()P, 

N = m^ H cos a. 



De même T est la valeur absolue de la somme des projections 
de F^ et Fj sur MP 

K 

=■ — sm a. 

r 

La condition d'équilibre est 

Remplaçons r par sa valeur ; les valeurs de a correspondant 



cos a 
Appell et Ghappuis. — Leçons, II. 



;) 
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aux positions d'équilibre seront les valeurs définies par l'inégalité 

(i) /fcos a sin a </m(/a +/fccos2 a. 

Si l'on prend comme variable 

tang a = < 

Tinégalité devient, en chassant le dénominateur i -f- <2 qui q^% 
positif et ordonnant, 

(a) fmgat^ — /:< + f(^mga -h[k) ^ o. 

A chaque valeur de t vérifiant cette^inégalité, il correspond une 
valeur de a et, par conséquent, une^ infinité de positions d*équi~ 
librc situées sur une circonférence décrite de P comme centre 
avec PM = a tang oL = at comme rayon. 

Discussion. — Le premier membre de l'inégalité (a) est un 
trinôme du second degré en t dont le premier coefficient fmga est 
positif. Deux cas sont à distinguer. 

Premier cas : le trinôme n'a pas de racines. Ce cas se présente 
quand k est suffisamment petit. Toutes les positions sur le plan sont 
des positions d'équilibre. 

Deuxième cas : le trinôme a deux racines t' et T, t' «< T qui 
sont nécessairement positives. Il faut alors t <i t' ou < |> t", d'où 
PM <; at' ou PM >> at". Si donc on décrit, de P comme centre 
dans le plan, deux circonférences de rayons at' et at" il y a équi- 
libre quand le point est dans la plus petite ou hors la plus grande 
des deux circonférences. Il n'y a pas équilibre dans la couronne 
interniédiairt' couverte de hachures (Jig. 33, II). 

3. Un point pesant mobile, avec frottement, sur un plan hori- 
zontal est attiré en raison inverse de la distance par un point fixe 
O placé au-dessus du plan. Trouver les positions d'équilibre. 

/». Mémo (jurstion en supposant l'attraction jiroporlionnelle h 
la distance. 

5. Positions d'équilibre d'un point M mobile sans frottement 
sur nue circonférence de rayon <ï, ce point étant sollicité par une 



EXERCICES 67 

ïtce F dont la direction passo par un point fixe A do la circon- 
^rence et dont Tintensitc est proportionnelle à (A.M — a)^. 
Réponse. — Trois positions d'cquilihre : deux [)our lesquelles 
A.M = a, et une pour laquelle AM = 2a. 

6. Positions d'équilibre d*un point ]K>sant mobile sans frotte- 
ment sur une hélice tracée sur un cylindre do révolution d'axe 
vertical et attiré par un point fîxe de l'axe proportioiuiellemcnt à 
la distance. 

Réponse. — Une position d'équilibre. 

7. On considère une circonférence dont le plan fait un angle 
quelconque avec le plan horizontal. Trouver les )K)8itions d'équi- 
libre d'un point pesant mobile sans frottement sur cette circon- 
férence. 

Réponse. — Deux positions (|ui sont le point le plus haut et 
le point le plus bas de la circonférence. 

8. Un point matériel pouvant glisser sans frottement sur une 
parabole fixe est sollicité par une force F non nulle, constamment 
dirigée vers un point fixe A situé sur l'axe de la parabole (Ji(j. 8/4) ; 
trouver les positions d'équilibre. 

Réponse. — Pour que le point soit en c(]uili})rc en M, il 
faut et il suffit que la force F, c'est- 
à-dire la droite MA, soit normale à 
la parabole. Tout d'abord le sommet 
S de la parabole répond évidem- 
ment à la question : c'est une posi- 
tion d'équilibre. Pour voir s'il y en 
a d'autres, rappelons-nous que, dans 
la parabole, la sous- normale AP 
égale le paramètre p. En prenant 
AP = p dans le sens qui va du foyer 
au sommet et élevant en P une per- 
pendiculaire à l'axe, on aura, si 

cette perpendiculaire coupe la courbe, deux autres positions 
d'équilibre M et M'. 
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§ IV. — DYNAMIQUE DU POINT 
Mouvement d*un point matériel sous l'action des forces 

QUI LUI sont appliquées. 

34 . Théorème fondamental de la Dynamique. 

— Imaginons un point matériel de masse m, en mou- 
vement : soient F^, F2, . . . , F„ les forces appliquées 
au point, à un instant quelconque /, y l'accélération 
du point à cet instant. La résultante F des forces Fj, 
F2, . . . , F„ dépend de Taccélcration y par le théorème 
suivant : La résultante F et Vaccélération y ont même 
direction et même sens, et leurs grandeurs sont liées par 
la relation 

F z= mv. 

Tous les théorèmes de la Dynamique découlent de 
ce théorème fondamental établi au n" 20. 

Nous allons en déduire les divers mouvements dont 
l'étude est demandée au programme. 

35. Mouvement d'un point matériel soumis 
à l'action d'une force constante. Point pesant 
dans le vide. — Pour avoir un exemple d'un point 
matériel soumis à une force constante en grandeur, 
direction et sens, il suffit d'imaginer un point pesant 
lancé dans le vide, de telle iaçon que son mouvement 
ait lieu dans un espace assez petit pour que l'intensité 
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de la pesanteur et la direction de la verticale restent 
constantes dans toute l'étendue du mouvement. 

Supposons le mobile placé, à l'instant initial / = o, 
dans une certaine position 0, et lançons-le avec une 
vitesse donnée l'o dans une certaine direction. Le mo- 
bile décrit alors une certaine trajectoire et, à chaque 
instant /, il est sollicité par une force F verticale des- 
cendante égale à son poids mg. L'accélération y que 
possède le mobile à un instant quelconque est donc 

.F 

verticale, descendante et égale à — , c'est-à-dire à 7. 

m 

Premier cas : Mouvement rectiligne. — Si la 
vitesse Vq est dirigée suivant la verticale du point 0, 
le mobile monte ou descend sur cette verticale avec 
une accélération constante égale à ^. Il prend donc un 
mouvement uniformément varié, uniformément retardé 
dans le cas de l'ascension, uniformément accéléré dans 
le cas de la descente. 

Soit Oy la droite verticale décrite par le mobile. Si 
l'on prend comme sens positif, sur cette droite, le sens 
descendant, on a, à chaque instant /, pour l'ordonnée 
y du mobile M, 

y = vol-\- — gl-, 

Vq désignant la valeur algébrique de la vitesse initiale. 
En particulier, si l'o = o, on a 
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Second cas : Mouvement curviligne. — Supposons 
le mobile lancé du point avec la vitesse v«, dans 
une direction oblique par rapport à la direclîan du 
poids. Il est évident, par raison de symétrie, que le 
mobile décrira une courbe située dans le plan vertical 
passant par la vitesse initiale : il reste alors à trouver 
les équations du mouvement dans ce plan. 

Prenons, pour origine 0, la position initiale du 
mobile, pour axe Oj la verticale dirigée vers le haut 
(en sens contraire du poids) et pour axe Ox Thori- 
zontale du plan de la trajectoire, prise positivement 
de façon à faire un angle aigu avec la direction de la 
vitesse initiale. 

Appelons a Tangle de la vitesse initiale OVo avec 
Ox, cet angle étant considéré comme positif quand la 
vitesse est au-dessus de Ox (cas de la figure 35) et 
comme négatif quand elle est au-dessous. Les projec- 
tions de la vitesse initiale sur les axes sont 

Vq cos a, Vq sin a. 

i" Hodographc. — L'hodographe du mouvement 
cherché est une droite verticale Vq H, passant par l'ex- 
trémité Vq de la vitesse initiale (yZfjf. 35) et parcourue 
avec une vitesse descendante égale à la constante ^. 

En effet, soit M la position du mobile à Finstant /, 
MV sa \ilesse ; menons par un vecteur OM' égal et 
parallèle à MV ; le point M^ décrit Thodographe avec 
une vitesse qui est, à chaque instant, égale à l'accélé- 
ration de M. Mais actuellement, l'accélération de M 



DYNAMIQUE DU POINT 7I 

est dirigée verlicalement vers le bas cl égale à j ; la 
vitesse de M' 

, Fie. 35. 

est donc cons- 
tamment diri- ' 
gée suivant la 
verticale, vers 
le lias, et égale 
à 5 ; et le point 
M' qui part de 
Vd à l'inslanl 
t7=. fi décrit la 
verticale des- 
cendante \,|H 
avec la vitesse 
j. Le chemin 
parcouru par 
le point M' de- 
puis l'instant/ ^o est 

V.M'=jl. 
Le vecteur vitesse MV ou OM' du point M est donc, 
à chaque instant (, la somme géouiéirique de la vitesse 
initiale OVo et du vecteur descendant VoM' ^ ijl. 

Direction de la vitesse. — On \otl que l'angle que 
fait la vitesse avec Ox va sans cesse en diminuant, car 
lorsque l croît, le point iVI' descend sur VoH. 

Si a est négatif, l'angle xOW décroissant à partir de 
a est constamment négatif; le mobile M descend con- 
stamment et sa vitesse augmente. 
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Si a est positif, l'angle xOM' est d'abord positif 
{fig- 35); le mobile monte d'abord et sa vitesse dimi- 
nue. A l'instant t' où M^ vient en K, sur Ox^ la vitesse 
est horizontale et minimum ; le mobile est en S : à cet 
instantjVoK = gt' et le triangle OVoK donne 

(i) gt' =iV(iûn7., 

A partir de cet instant t\ la vitesse fait un angle 
négatif avec Ox ; le mobile redescend sur la trajectoire, 
avec une vitesse croissante. 

Grandeur de la vitesse. — Dans le triangle OM^V^ 
l'angle en Vq est le complément de a ; on a donc, en 
calculant le côté OM' ou v : 

(2) v^ = Vq* -h ^^<^ — 2glVQÛtiOL, 

formule qui donne la grandeur de la vitesse à chaque 
instant. 

2° Trajectoire, — Par la position M du mobile à 
l'instant t menons une verticale descendante OjMyj et 
appelons 0, le point où cette verticale rencontre le pro- 
longement OL de OVq. Quand t varie la droite 0,yj se 
déplace d'un mouvement de translation dont la vitesse 
V^ est celle du point Oj ; en môme temps le point M 
se déplace sur cette droite 0,y,. Le mouvement de M 
peut être regardé comme résultant du mouvement de 
translation de 0,yj et du mouvement relatif de M sur 
Oiji. La vitesse MV de M est alors la résultante de la 
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vitesse d'entraînement MV^ parallèle à OL et de la 
vitesse relative MV^ dirigée suivant 0,y,. Mais le tri- 
angle ainsi construit MV^V est égal au triangle OVqM 
car MV = OM' et tous les angles sont égaux puisque 
les côtés sont parallèles. Donc la vitesse d'entraînement 
V^ est égale à l'o ^^ '^ vitesse relative V^ est égale à 
VoM' ou gt. En appelant y, la longueur OjM et y', la 
dérivée de y^ par rapport à /, on a donc 

d'où 

sans ajouter de constante, car pour / = o, y^ est nul. 
les deux points M et 0, se confondant alors en 0. En 
résumé, le mouvement du point M s'obtient en ima- 
ginant une droite verticale 0,y, qui se meut de façon 
que le point 0, parcourt la droite OVoL avec la vitesse 
constante Uq, tandis que M décrit 0,y, , d'un mouve- 
ment uniformément accéléré d'accélération g, sans 
vitesse relative initiale. 

Coordonnées du point M à l'instant t. — Comme 
on a 

00, = l'o/ 
les coordonnées du point 0, sont 

Uo^cos a, l'o^sin a. 
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L'abscisse x du point M est évidemment égale à celle 
de Oi ; l'ordonnée y du point M est égale à celle de 

Oj diminuée de 00^ c'est-à-dire de y^ = — gt^. 

On a ainsi 

X = VqI ces X 
<M) ) 

y .-= Vç^i sm a gfr. 



Vitesse en fonction de la position. — A l'aide de ces 
relations on peut calculer la vitesse en fonction de la 
hauteur y du mobile: en effet, la valeur (2) trouvée 
pour v^ peut s'écrire 

(3) U2 _ y'I _ ^gy . 

la valeur numérique de la vitesse à chaque instant est 

la même que st le mobile tombait sans vitesse initiale de 

v^ 
la hauteur -^à la hauteur y. 

Trajectoire. — Entre les équations (M) éliminons le 
temps ; nous obtenons l'équation de la trajectoire 

(4) y = ^— --ha^tanga. 

C'est une parabole d'axe vertical Çjig- 36) qui tourne sa 

concavité vers le bas, car le coefficient de x^ est négatif. 

Si nous supposons a > o (cas de la figure 36), le 
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mobile monte d'abord; Il monte jusqu'au sommet S 

Fig. 30 




de la parabole où sa vitesse devient horizontale ; re qui 
se produit au bout d'un temps t' donné par Tequa- 
lion (i) 

,_Posiii2. 
i — ^ 



y étant alors maximum, la vitesst* est minimum en 
vertu de la relation (3). Les coordonnées du sommet 
S s'obtiennent en portant cette valeur de /' dans les 
formules (M). 

Après cet instant t', le mobile redescend. Lorsqu'il 
repasse à la même hauteur, la valeur numérique de la 
vitesse redevient la même d'après la formule (3). En 
particulier, il repasse au point B au niveau de avec 
la vitesse Vq. 

La portée horizontale OB est double de Tabscissc 
du sommet : 



0B = 



i>,-sm 2 a 

'J 
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36. Lois du frottement de glissement à l'état 
de mouvement. — Nous avons vu suivant quelles 
lois s'exerce la réaction d'un plan sur un point pou- 
vant glisser sur le plan, lorsque ce 
point est en équilibre. 

Quand le point glisse sur le plan y 
les lois de la réaction sont chan- 
gées. Soient m le point mobile, V 
sa vitesse (Jig^ ^7) ^ l'instant t ; 
cette vitesse est un vecteur du plan, 
La réaction R du plan sur le point est une force 
oblique au plan ; décomposons cette force en une force 
normale N' et une force parallèle au plan T' ; la force 
normale est située par rapport au plan du côté où est 
placé le point ; elle a une grandeur quelconque : la 
force iangentielle T' est dirigée en sens contraire de la: 
vitesse V du point et sa grandeur est donnée par la re- 
lation 

/étant le coeiriciont de frottement du point sur le plan. 
On voit que, quand il y a équilibre, T' est inférieur à 
/"N'; au contraire, quand il y a mouvement, T' est 
constamment égal à /N'. 



Application : Mouvement rectiligne d'un point 
pesant sur un plan incliné. — Soit un point matériel 
de poids p posé sur un plan incliné : nous supposons 
qu'à rinstant < = o le point soit abandonné à lui-même 
ou lancé avec la vitesse l'o dans la direclion d'une ligne de 



DYNAMIQUE DU POINT 



77 



plus grande pcutc, soit vers le bas, soit vers le haut. Le 
mouvement est alors rectiligne et le point décrit une por- 
tion de ligne de plus grande pente. 

Dans ce qui suit nous prendrons pour origine O la po- 
sition initiale du 

mobile {fig, 38). Fig. 38. 

•comme axe des x la 
ligne de plus grande 
pente partant de O, 
-comme axe des y 
la perpendiculaire à 
Ox vers le haut. 
Nous appellerons a 
i*angle de Ox avec 
l'horizon. 

Dans une position quelconque du mobile m, son poids 
p = mg peut être décompose en une force T = m// sin a, 
dirigée suivant Ox, et une force N, normale au plan vers 
le bas, égale à mg cos a. 

Divers cas sont à distinguer, suivant les conditions ini- 
tiales et la grandeur de Tangle a comparé à l'angle de frot- 
lement cp du point sur le plan. 




Si 



Premier cas : le point est abandonné sans vitesse en 0. — 
T^/N, tanga^/. a ^ (p. 



le point reste immobile, comme nous l'avons vu. 
Si 

T>/N, tanga>/, a>cp. 



le point se met à glisser vers le bas ; sa vitesse v a un ins- 
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tant quelconque est dirigée vers le bas (Jig. 38) ; le plan 
exerce sur le point une réaction R qu'on peut décomposer 
en une force normale N' et une force tangentielle T' ; 
d'après les lois du frottement à l'état de mouvement, T'^ 
est en sens contraire de la vitesse et égale à^N' en valeur 
absolue. 

Prenons comme sens positif de Ox le sens descendant 
(Jig- 38). Le mobile, décrivant la droite Oar, son accélé- 
ration y est dirigée suivant cette droite; la résultante nif 
des quatre forces ï, N, T', N' qui lui sont appliquées est 
aussi dirigée suivant Ox. Les deux forces normales à Ox 
doivent donc se détruire et l'on a N' = N ou 



N' = 



mg cos a. 



Le point est alors soumis aux deux forces constantes 
T = mg sin a et T' =fW z=zfing cos a dirigées comme l'in- 
dique la figure 38. La valeur algébrique y de l'accélération, 
estimée positivement dans le sens Ox, est donc donnée par 
l'équation 

my = T — T' = mg (sin a — /cos a). 

Gomme tang a est supposé supérieur à /, le deuxième 
membre est une constante positive et le mouvement est 
un mouvement descendant uniformément accéléré, dont 
l'accélération est 

/ • r \ ^^^ (^ îr*) 

'{ = g (sHi a — /cos a) -- g ^^ — , 

cos cp 

en remplaçant /par tang ,p. On a donc pour l'équation du 
mouvement 

d^x 

j7 = V = 9 (^»" « —/cos a). 
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On en déduit pour la vitesse v du mobile 

V =. 'fi =• (jl (sin a — /cos a) 

sans ajouter de constante, puisque pour / — o la vitesse^ 
est supposée nulle ; puis 

X = —'(i^ = — g (sin a — fcos a) /^, 

sans ajouter de constante, car le mobile part de (). 

Deuxième cas : le point est lancé vers le bas, avec une vitesse 
Vq. — Comme la vitesse varie d'une manière continue, clic 
est, au début, dans le sens Ox : donc la force de frottement 
T' est en sens contraire et Téquation du mouvement est 
encore 

d^x 



dt^ 



z=-^ = g (sin a — /cos a). 



1° Si tanga<C/, a <Ccp. le mouvement est uniformé- 
ment retardé, car le coefficient de g est négatif ; on a alors, 

dx 
^ = -r = 9 (sin a — fcos a) / -f- l'o : 

la vitesse s'annule au bout du temps 



ii = 



g Çfcos a — sin a) 

A cet instant le mobile occupe une certaine position m, 
(yigf. 38) facile à obtenir par la formule 



x = VQt-\ g (sin a — fcos a) /' 



a 



qui donne le chemin parcouru ; il se trouve alors dans les 
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mêmes conditions que s*il était abandonné en mj sur le 
plan, sans vitesse initiale, et il reste immobile en mj, car 
a <cp. 

En résumé, le mouvement est uniformément retardé et, 
au moment ou la vitesse s'annule, le point s'arrête et reste 
immobile. C'est là le fait qui se produit, par exemple, pour 
<x = o ; si on lance une pierre sur un plan horizontal, elle 
décrit une droite avec une vitesse décroissante et finit par 
s'arrêter. 

2° Si tang a>>y, le point se meut sur Ox d'un mouve- 
ment uniformément accéléré. 

3° Si tang a =y, a = cp, on a y = o, 
le mouvement est rectiligne et uniforme. 

Troisième cas: le point est lancé vers le haut. — Prenons 
le sens de la vitesse initiale Vq comme sens des x positifs. 
Dans une position m, la. vitesse du mobile est dans le sens 





Fig. 39. 




n/ 


?Wt' / 


/■^ 


^, 


'p 0^ 






a>v^ 



positif {fig- 39), donc T' est dans le sens négatif comme 
mg sin a ; les deux forces T' =.fmg cos a et mg sin a s'ajou- 
tent alors pour donner une force mg (sin a H- y cos a) dans 
le sens négatif. L'équation du mouvement est 

-^ = Y = — 5f (sin a -h/cos a) ; 
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elle définit un mouvement d*abord uniformément relardé; 
on en déduit 

dx 
V = — z=vo — g (sin a -h/cos a) t. 

Le point arrive au bout du temps 



/. = 



Vt 



(/ (sin a -h/cos a) 

dans la position i/ii où sa vitesse s'annule. A partir de ce 
moment, il est dans les conditions du premier cas ; il se 
comporte comme s*il était abandonné sans vitesse initiale 
sur le plan. 

Si a < :p, il reste immobile en m, ; 

Si a > çp, il revient sur ses pas d*un mouvement unifor- 
mément accéléré d'accélération g (sin a — /cos a). 

37. Mouvement d'un point sur une ligne de 
plus grande pente d'un plan incliné, sans frot- 
tement* — Quand le point se meut sans frottement, 
f^o\ la composante tangentielle T' de la réaction du 
plan sur le point est nulle, et 
cette réaction se réduit à la com- 
posante normale N' {fig- -io). 
Dans ce cas, les forces normales 
au plan N et N' se détruisent 
comme précédemment, et la 
force T dirigée suivant la ligne 
de plus grande pente est égale à 
mg sin a. Le point se meut donc 
d'un mouvement rectiligne dont l'accélération, dirigée vers 
le bas, a la valeur constante g sin a. 

Appell et Chappuis. — Leçons, II. G 



Fjg. /jo. 
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§ V. — TRAVAIL 

38. Travail. — La notion de travail est une des 
plus importantes de la mécanique. C'est, en effet, par 
leur travail que les forces sont utilisées dans l'Industrie, 
et le rôle des machines consiste principalement dans 
la transformation d'un travail en un autre. 

Sg. Travail d'une force constante, en gran- 
deur, direction et sens, appliquée à un point 
matériel dont le déplacement est rectiligne. — 

Imaginons un point matériel M sollicité 
par un nombre quelconque de forces. Sup- 
posons que l'une de ces forces F reste 
constante en grandeur, direction et sens 
quand le point se déplace ; supposons enfin 
que le point M se déplace en suivant une 
ligne droite MM' (yï^f. /ii). 

On appelle travail de la force F, pour le déplace- 
ment MM' j le produit 

(i) F.MM cos F.MM'. 

c'est-à-dire le produit de la force par le déplacement et 
le cosinus de l'angle de la force avec le déplacement. 

Dans ce produit, les deux premiers facteurs sont 
positifs; le troisième peut être positif, négatif ou nul. 
Le travail que nous venons de définir est donc une 
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quantité algébrique, supérieure, inférieure ou égale à 
zéro, suivant que l'angle F. MM' est inférieur, supé- 
rieur ou égal à un angle droit. Quand le travail de la 
force F est positifs on dit qu'il est moteur ; quand il 
est négatif, on dit qu'il est résistant. 

4o. Unités de travail. — Dans Texpression (i) 
du travail, le facteur F est un nombre exprimant des 
unités de force, le facteur MM' est un nombre expri- 
mant des unités de longueur; le facteur cos F. MM' est 
un nombre abstrait. Le travail est alors exprimé par 
un nombre qui dépend des unités choisies pour me- 
surer les forces et les longueurs. 

L'unité de travail est le travail obtenu en faisant 
agir une force constante, égale à l'unité de force, sur 
un point qui subit un déplacement égal à l'unité de 
longueur dans le sens même de la force. Alors 

F=i, MMr=i, cosF.MM'^i, 

car l'angle F. MM' = o. La formule donne, en cifet, 
dans ce cas, un travail exprimé par i . 

Premier système d'unités. — Quand on prend 
comme unité de force le poids absolu d'un kilogramme 
à Paris et comme unité de longueur le mètre, l'unité 
de travail s'appelle kilograniniètre ; c'est le travail 
d'une force de i''^ appliquée à un point matériel qui 
se déplace de i™ dans le sens de la force. 

Deuxième système: Unités C. G. S. — Quand on 
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prend comme unité de force la dyne et comme unité 
de longueur le centimètre, l'unité de travail s'appelle 
erg : c'est le travail d'une force de i dyne appliquée à 
un point matériel qui se déplace de i*^'" dans le sens 
de la force. 

Exemple. — Un homme tire un corps solide sur 
un plan horizontal à l'aide d'une corde AB attachée en 
un point matériel A faisant partie du corps : la corde 
AB est supposée tendue par l'homme de telle façon que 
la tension T de la corde au point A soit constante et 
égale à 20 kg forces. De plus, la corde AB fait un angle 
de 60** avec le plan horizontal, et l'on suppose que 
l'homme marche de telle façon que le point A se dé- 
place suivant une horizontale AA', dans le plan verti- 
cal passant par AB. Quel est le travail de la tension T 
pour un déplacement AA' égal à 100"*? 

D'après la formule générale, ce travail est 

Ï.AA'cos6o*» 
ou 

l 

20.Ï00 . — = ÏOOO. 

a 

Le travail est donc de 1000 kilogrammètres, puisque 
les forces ont été exprimées en kilogrammes, et les 
longueurs en mètres. 

41. Théorèmes relatifs au travail. — Soit, 
comme plus haut, une force constante F agissant sur 
un point M qui subit un déplacement rectiligne MW, 
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Théorème I. — Ecrivons le travail 

MM'(FcosF.MM'), 

nous voyons qu'il est égal au produit du déplacement 
par la projection de la force sur le déplacement. On en 
conclut que, si plusieurs forces constantes en grandeur, 
direction et sens sont appliquées à un point M qui 
subit un déplacement rectiligne MM', le travail de la 
résultante de ces forces est égal à la somme algébrique 
des travaux des composantes. 

En effet, le travail do la résultante est égal au pro- 
duit de MM' par la projection de la résultante sur 
MM', c'est-à-dire par la somme des projections des 
composantes sur MM' : il est donc égal à la somme des 
travaux des composantes. 

Théorème II. — En écrivant le travail d'une force 
constante sous la forme 

F(MM'cosF.MM'). 

on peut le définir le produit de la force par la projec- 
tion du déplacement sur la force. 

On en conclut que : si le déplacement MM' est la 
somme géométrique de plusieurs déplacements recti- 
lignes, le travail d'une force constante F correspon- 
dant au déplacement résultant MM' est la somme algé- 
brique des travaux de cette même force correspondant 
aux déplacements composants. 



Fig. 42. 
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42. Travail total d'une force variable appli- 
quée à un point matériel qui subit un déplace- 
ment curviligne. — Considérons (^/kj- 4^^) un 

mobile M qui subit un dépla-, 
cernent curviligne quelconque 
en partant d'un point Mq à 
rinstant to, et arrivant au 
point Mj à rinstant tj, après 
avoir décrit une courbe MqMi, 
suivant une certaine loi de 
mouvement. Soit F une des 
forces agissant sur ce mobile, cette force pouvant va- 
rier en grandeur et direction quand le mobile se 
meut. Pour définir le travail total de cette force dans 
le déplacement considéré , divisons Parc Mq Mj en 
parties très petites MoM', M.' W , M'W^ ... par des 
points intermédiaires M', M", M"', . . . Quand le mo- 
bile est en Mq, la force considérée F a une détermina- 
tion particulière Fq; quand il est en M', elle aune 
détermination F' ; en M'', une détermination F^', . . . 
Les points Mq, M' étant très rapprochés, on peut con- 
fondre Tare Mo M' avec la corde Mq M'; en outre, dans 
le déplacement Mq M', la force restera sensiblement 
constante et égale à la détermination Fq qu'elle a au 
point Mq. Le travail de la force, pour le déplacement 
MqM^, pourra donc être regardé comme très appro- 
ximativement égal à 



Fo.MoM'cos(Fo.MoiVr). 
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De même le travail de la force F, de M' en M", sera 
approximativement 

P.MM"cos(F'.M'M'): 

Je M' en M', 

F".M".\rcos(P.M''M"'). 



et ainsi de suite. Le travail total de la force considér(îo 
est alors la somme de ces travaux élémentaires ou, plus 
rigoureusement, la limite veî^s laquelle tend cette somme 
quand le nombre des points intermédiaires M', M', M"', . . . 
augmente indéfiniment et que toutes les longueurs M^M', 
M'M^', M" M"', . . . tendent vers zéro. On a ainsi, en 
appelant G le travail total de la force considérée pour 
le déplacement MqMi , 

C = lim(Fo.MoM'cosFo.MoM'H-F^M'M'cosF'.MM'-4-...). 
Ce travail total ^ sera exprime en kilogrammbtres ou 
en ergs, suivant les unités choisies. 

43. Travail total de la résultante de plusieurs 
forces* — Supposons que plusieurs forces Fj, F^, 
¥n agissent simultanément sur un point matériel qui 
subit un déplacement fini de Mq en Mj, en suivant 
une certaine courbe. Soit F la résultante de ces forces. 

Pour chacun des déplacements élémentaires MqM , 
M'M", M''M"', . . . , le travail de la résultante est égal 
à la somme des travaux des composantes. Donc, pour 
le déplacement total, le travail total de la résultante 
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est aussi é<jai à la somme des travaux totaux des com- 
posantes. 

4^. Exemplea: i" Travail total d'une force F, 
coDBtante en grandeur, dîrectîoii et sens, appliquée 
à un point qui subit un déplacement curviligne quel- 
conque. — Nous allons démontrer que, dans ce cas, 
fig, /,3, le travail est le produit de 

la force par la projection 
du déplacement curviligne ■ 
M„Mi sur la force. 

En effet, dans ce cas par- 
ticutiei', les déterminations 
F„, F', F", F'", ... de la 
force au point M» et aux 
points intermédiaires M', 
M", M", . . . sont toutes 
égales à F, en grandeur, direction et sens (^fig. 43). 
Les divers travaux élémentaires correspondant aux dé- 
placements successifs M^M', M'M". . . , sont alors 
Fproj.MoM'. 
l"proj. M' M'', 
Fproj. M"M'", 




où proj. M„M', proj. M'M", ... sont les projections des 
déplacements successifs sur la direction constante de 
la force K. Le travail total est donc 

F (proj. MoM' + proj. MM" -f- proj. M'M"'-!- . . .). 
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Or, d'après le théorème des projections, la somme 
des projections, sur la direction de F, des côtés MqM', 
M'M", M''M"', ... de la ligne polygonale partant de 
Mo et aboutissant en Mi , est égale à la projection 
Mq/Mi de MqMi sur la direction de F. Le travail total 
de F est donc 

Fproj. MqMi; 

c'est ce qu'il fallait démontrer. 

. Par exemple, lorsqu'un point pesant se déplace, il 
est soumis à son poids qui est une force F = mr/, 
constante en grandeur, direction et sens. Quand le 
point passe d'une position My h une autre Mj , en sui- 
vant un chemin quelconque, le travail du poids est 
égal au produit de mg par la valeur algébrique de la 
projection du déplacement MyMi sur la direction du 
poids, c'est-à-dire 5ar la verticale descendante] on peut 
dire aussi que c'est le produit de mg par la hauteur, 
dont descend le point en passant de sa position initiale 
à sa position finale. Ainsi, un point du poids de 3 kilo- 
grammes étant transporté du troisième étage dans la 
rue, d'une hauteur de 9 mètres, nous trouverons, pour 
le travail du poids, 

3.9 = 37 kilogrammètres. 

Si le même point est monté du troisième au cin- 
quième, il descend d'une quantité négative, soit, par 
exemple, de — 6 mètres ; le travail total de son poids 
est alors 

3 X ( — 6) = — 18 kilogrammètres. 
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Enfin, si le même point, partant du troisième étage^ 
est transporté d'une façon quelconque et revient fina- 
lement au troisième étage, à la même altitude, le tra- 
vail de son poids est nuL 

» 

2° Force constante en grandeur, tangente à la tra- 
jectoire du point matériel, en sens contraire du dé- 
placement. — Supposons un point M qui parcourt 

une trajectoire MqM,, et ima- 
ginons que ce point soit sol- 
licité par une force F d'in- 
tensité constante k dirigée, 
à chaque instant, suivant la 
tangente à la trajectoire en 
sens contraire du mouvement 
(^fig. 44). Si le mobile subit, sur la trajectoire, un dé- 
placement infiniment petit MoM', la force est, par hypo- 
thèse, dirigée en sens contraire de ce déplacement^ 
l'angle de F avec MqM^ est de i8o% 

cos F . MqM' = — I , 

et le travail élémentaire de la force, pour le déplace- 
ment MqM', est 

— /f.MoM'. 

11 en sera de même pour chaque déplacement élé- 
mentaire MoM', MM", M'M"', .... La somme des 
travaux élémentaires ou travail total C est donc 

— /<MoM' -f- M'M" -f- M"M"' -f- . . .)» 




ou enfiQ 
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T> = — kJ, 
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/ étant la longueur totale du chemin parcouru, car la 
somme des déplacements élémentaires est évidemment 
la longueur du chemin parcouru. 

3^ Force variable constamment normale à la tra- 
jectoire. — Si un point est sollicité par une force 1' 
qui est, à chaque instant, normale à la trajectoire du 
point, tous les angles formés par les déplacements 
infiniment petits MoM', MM", . . . avec la direction 
correspondante de la force sont droits; les travaux, 
élémentaires sont tous nuls et le travail total est nul. 



45. Evaluation graphique du travail total. — 
On peut évaluer graphiquement la somme 

t^>=rlim(Fo.MoM'cosFo.MoM -^F'.M'M'cosF'.M'M' ...) 



y\ 



Fig. A 5. 



-A 



^K 



qui, d'après les explications données au n° 4 2, constitue 
le travail total de la force F. 

Pour cela prenons deux axes rec- 
tangulaires ax et ay (Jifj. 45) : 
portons en abscisses à la suite les 
unes des autres des longueurs aa\ 
aV, aV, . . . respectivement 
égales aux déplacements rectilignes 
élémentaires MqM', MM", M^M"', ... de la figure ^2 ; 
portons, sur les ordonnées correspondantes, des seg- 



«' a" o* 
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ments positifs ou négatifs ab, a'b\ d'b\ . . . égaux res- 
pectivement aux quantités. 

Focos Fo . MoM' , F^ cos F' . M'M", F" ces F'' . WM!\ . . . , 

puis joignons les points obtenus par un trait continu. 
Le premier terme de la somme ^ qui peut s'écrire 

MoM\ Fo cos Fo . MoM\ 
est égal à 

aa' . ah ; 

il est donc mesuré par Taire du rectangle abia' con- 
struit sur aa' et ab. Le deuxième terme de ^ est égal à 

a' a" . a'U ; 
il est mesuré de même par Taire du rectangle 

€t ainsi de suite. Le travail total est égal approxima- 
tivement à la somme de ces rectangles. 

Rigoureusement parlant, le travail total est la limite 
vers laquelle tend la somme de ces rectangles quand 
le nombre des positions intermédiaires M', M", M'", . . . 
augmente indéfiniment et que tous les déplacements 
MoM^ M'M", M'M'^ . . . , c'est-à-dire les segments 
aa\ a'd' ^ d'd\ . . . tendent vers zéro. 

Le travail total sera donc représenté par Taire de la 
portion de plan comprise entre la courbe limite 
hV b"b'" . . . , Taxe ox, l'ordonnée initiale ab et une 
certaine ordonnée finale aj)^^ dont l'abscisse aa^ serait 
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la limite de la somme des déplacements élémentaires^ 

MoM'-+->rM"-hM"M"'-}- 

c'est-à-dire la longueur totale du chemin M^Mi suivi 
par le point matériel. 



§ VI. — THÉORÈME DE LA FORCE VIVE 

46. Force vive; énergie cinétique. — On 
appelle force vive d'un point de masse m animé d'une 
vitesse v le produit 



mv- 



de la masse par le carré de la vitesse. La force vive est 
donc un nombre qui dépend du choix des unités fon- 
damentales. Nous verrons plus loin quelles unités 
représente ce nombre. 

On appelle aussi énergie cinétifjue du point la demi- 
force vive 



mv^ 



47. Théorème de la force vive pour un point 
matériel. — Il existe, entre la variation de la force 
vive d'un point et le travail total do la résultante de 
toutes les forces appliquées à ce point, unejelation d'une 
importance capitale qui constitue le théorème de bi 
force vive. 

Nous indiquerons d'abord ce théorème pour un 
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point libre soumis à une force constante en grandeur, 
direction et sens : nous retendrons ensuite au cas gé- 
néral. 

I. Théorème de la force vive pour un point sou- 
mis à la seule pesanteur. — Prenons d'abord le cas 
d'un point matériel libre soumis uniquement à l'action 
de la pesanteur. Ce point est sollicité par une force F 
constante en grandeur, direction et sens, égale au poids 
du point 

F = mg. 

Nous avons étudié au n° 35 le mouvement de ce point, 
en prenant comme origine O la position initiale du 
point et comme axe Oj la verticale ascendante (Jig- 36). 
A l'instant t=ro, le mobile est en avec une vitesse 
Vq ; à rinstant /, il est en M avec une vitesse v ; en 
appelant y l'ordonnée du point M, nous avons trouvé 

v^ = vl—2gy. 
Introduisons la demi-force vive — en écrivant 



(0 — — = — ^9y- 



Sous cette forme, nous voyonfe que le premier 
membre est la variation que subit la demi-force vive 
quand le mobile passe du point O au point M : quant 
au deuxième membre, il est égal au travail total du 
poids pour le même déplacement, car il est égal au 
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produit du poids, F=//ïr/, par la projection — y 
du déplacement OM sur la verticale descendante, c'est- 
i-dire sur la direction de F. 

L'équation (i) exprime donc le fait suivant : 
Quand le mobile passe de la position O a la position 
M, la variation de la demi-force vive est égale au tra- 
vail total du poids, 

La même relation a lieu quand on compare entre elles 
les vitesses i' et r^ du mobile aux deux instants t et /, 
où il occupe les positions M et M, d'ordonnées y et jj. 
En effet, Féquation (i) appliquée successivement aux 
positions Mj et M donne 



= — fngyi 

3 a 



mv^ mv'i 

2 VL 



= — mgy ; 



d'où, en retranchant membre à membre. 



mvi mv^ 



(2) -==. — ,ng{Y, —y). 

Comme le second membre est encore égal au pro- 
duit de la force F = mg par la projection — (y^ — y) 
du déplacement MM^ sur la direction de la force, on 
voit que Ton a 

3 2 

Lai variation de la demi-force vive, de la position M 
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à la position Mi, est égale au travail total de la force 
correspondant au déplacement MM,. 

IL Point matériel libre soumis à une force F 
constante en grandeur et direction. — Si un point 
matériel est lancé avec une vitesse initiale quelconque 
et soumis à une force F constante en grandeur et 
direction, il se meut de la même façon qu'un point 
pesant, avec cette seule différence que l'accélération 
constante en grandeur et direction que prend le point 

F 

est égale à — , au lieu de g. 

m 
Dès lors on peut appliquer au mouvement du point 
tous les résultats du cas précédent ; en appelant v et r, 
les vitesses du mobile dans les positions M et Mj, on a 
la relation 

a) T}â _"!}}!: = F. MM, cos F. MM„ 

qui donne lieu au même énoncé. 

III. Théorème général de la force vive pour un 
point matériel, — Soit maintenant un point matériel 
de masse m soumis à un nombre quelconque de force» 
quelconques Fj, F2, . . . , F„ dont la résultante est, à 
chaque instant, une certaine force F pouvant varier 
d'un instant à l'autre en grandeur et en direction. 

Supposons qu'à un instant ^0 le mobile soit en M^ 
avec une vitesse i\, puis qu'à un autre instant t^ il soit 
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en Mj avec une vitesse Vj, après avoir suivi une certaine 
trajectoire MM^ (^fig- 42). 

Nous allons démontrer le théorème suivant. 

Dans le mouvement d'un point matériel sous Vaction 



mvi mvj 



de forces quelconques, la variation — de la 

2 2 

demi-force vive, quand le point passe de la position M^ 

à la position Mj, est égale au travail de la résultante F 

de toutes les forces qui lui sont appliquées, correspon- 

dant au déplacement curviligne MqMi du point. 

En effet, prenons sur la trajectoire MqMi (^fig- 42) 
des positions intermédiaires très rapprochées M', M", 
M"', . . . , M^''"-*^ W"\ comme au n^ 42, puis appe- 
lons Fo, F', Y\ Y", . . . , F<"-*>, F<">, les détermina- 
tions de la résultante F, et v^^ v\ v", . . . , v^-i, 
^i„ les valeurs de la vitesse du mobile dans ces diverses 
positions. 

Dans le déplacement très petit MoM', la force F peut 
être regardée comme constante en grandeur, direction 
et sens et égale à sa détermination Fo au point Mq ; on 
pourra donc appliquer à ce déplacement le résultat du 
cas précédent, et écrire 

/,) — — — ^ = Fo.MoM'cosFo.MM'. 

22 

De même, dans le déplacement très petit M'M'', la 
force F peut être considérée comme constante et égale 
à la détermination F' de la force au point M'. On aura 
donc 

Appell et Gh APPUIS. — Leçons, II. 7 
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2 2 

puis, d'après le même raisonnement appliqué au dépla- 
cement M^'M'^ 

(3) 'n^L. _U^^ Y". M'W cos F". M"M'". 

2 2 

On continuera ainsi, jusqu'aux derniers déplacements 
élémentaires M^""*^ M^"^ et M^"^ Mj qui donneront 

(n) < 2 2 

( zzzFC"-*). M^''-')M(">cosF''-*).M('»-»)M", 

(n -f- i) iZ^_ !îîî^ ^ p(n)^ ]vi(n)M^ cosF("). M(")M,. 
22 

Ajoutant membre à membre toutes ces relations (i)y 
(2), . . . , (/i+ 1), on voit que les vitesses intermé- 
diaires disparaissent et il reste la relation 

— ' — ^' =z Fo. MoM' cos Fo. MoM' 
2 2 

F'.M'M^cosF'.M'M" 



F('').M(")M,cosF(").M<'»)Mi. 



Dans cette équation le deuxième membre est le tra- 
vail total de la force F dans le déplacement curviligne 
MMj ; ce qui démontre le théorème. 

Comme le travail total de la résultante est égal à la 
somme des travaux totaux des composantes, on peut 
dire aussi que : 
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La variation de la demi-force vive d'un point, quand 
il passe d'une position à une autre, sous l'action de cer- 
taines forces, est égale à la somme des travaux totaiLc 
de toutes les forces appliquées. 

48. Unités. — La variation d'une force vive étant 
mesurée par un travail, une force vive et un travail sont 
des quantités de même nature. Le nombre qui exprime 
une force vive exprime donc des unités de travail. 

Si l'on prend le système C.G.S., une force vive nw- 
est exprimée en ergs ; si l'on prend le système mètre, 
seconde, kilogramme- force, une force vive mv^ est expri- 
mée en kilogrammètres. Par exemple, si un projectile 
d'une masse de 20^ a une vitesse de 10^™ par seconde, 
sa force vive mv^ est 

20 . 10^ = 2000 ergs. 

Si un boulet de canon d'un poids de 2^^ a une 
vitesse de 5oo™ à la seconde, sa masse, dans le système 
mètre, seconde, kilogramme- force, est 



P 

m — , 
9 


2 

9,8 


et sa force vive 




2 . ., 
9^0 


environ 5o 


en remplaçant 9,8 par 


10. 



49. Exemple. Pendule simple. — Un point 
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pesant de masse m est attaché à un point fixe par un 
fil sans masse de longueur /. On écarte le fil de la ver- 
ticale Oj et l'on amène le point dans une position A 
(^Jig. 46) telle quei'angle jOA ait une valeur connue a 

que nous supposons moindre que — • On abandonne 

2 

ensuite le point sans vitesse. Le point tombe en décri- 



Fig. 66. 




vant un arc de cercle. 
On demande de calculer 
vitesse v dans une 



sa 



position quelconque M, 
dans laquelle le fil OM 
fait un angle avec Oj. 
Appliquons le théo- 
rème de la force vive au 
moiivement, depuis la 
position initiale A où la 
vitesse l'o est nulle par hypothèse, jusqu'à la position M 
où elle est v. Les forces appliquées au point mobile sont : 
i" le poids mg, force verticale constante ; 2^ la tension T 
avec laquelle le fil tire le point M; cette tension T est 
dirigée de M vers 0, elle est normale à la circonférence 
décrite par M, c'est-à-dire à la trajectoire. D'après le 

i 2 

théorème de la force vive, la variation ^ de la 

2 2 

demi-force vive, de A en M, est égale à la somme des 
travaux des deux forces mg et T. Le travail du poids' 
est égal au poids mg^ multiplié par la projection Pq P 
du déplacement AM sur la direction du poids, c'est-à- 



• 1 



b 9 
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dire sur Oy. Le travail de la tension T est nul, car celte 
force est constamment normale à la trajectoire (n° 44)- 
On a donc, puisque Uo =:= o, 



mt'2 



(i) 'Jl^ = rngPo^, i;^ = 2^PoP. 

Or 

PqP = OP ~ OPo =^ / (cos 6 — cos oc). 

On a donc, enfin, 
(2) v^ = 2 gl (cos h — cos a), 

formule qui donne la vitesse pour toutes les valeurs de 
6 correspondant aux positions successives du mobile. 

La formule (i) montre que la valeur numérique de 
la vitesse acquise par le mobile, de A en M, est la même 
que celle que posséderait un point pesant abandonné 
sans vitesse en Po et tombant de la hauteur PqP égale 
à la hauteur dont est tombé le pendule de A en M. 

Discussion. — Discutons la formule (2). Quand 
6 = 0, le mobile est en A, v = o. Quand le mobile des- 
cend, diminue; cos 6 augmente, v augmente. Au 
point le plus bas B, 6 est nul, cos 6 atteint son maxi- 
mum I, la vitesse atteint également son maximum v^. 
Puis le mobile remonte sur l'arc BA' ; devient néga- 
tif et augmente en valeur absolue, cos 6 diminue, la 
vitesse diminue ; quand le mobile arrive dans la posi- 
tions M' placée à la même altitude que M, la vitesse v 
reprend la même valeur qu'en M. Enfin, au point A', 
à la même altitude que A, 6 = — a, u = o. 
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A ce moment, le mobile est en A^ avec une vitesse 
nulle. Sous Faction du poids, il retombe et il décrit 
Tare A'BA suivant les mêmes lois, en repassant par les 
différents points de cet arc, avec la même valeur numé- 
rique de la vitesse qu'à l'aller, le sens seul de la vitesse 
étant changé. Le mobile arrive en A avec une vitesse 
nulle, puis il retombe et ainsi de suite. 

Les résultats que nous venons d'obtenir seraient vrais 
en toute rigueur si le pendule se mouvait dans le vide, 
et s'il n'y avait aucun frottement au point d'attache. 
En réalité, le pendule subit une résistance de la part 
de l'air et le mécanisme de la suspension du fil en 
oppose toujours une certaine résistance au mouvement 
du fil. C'est l'action de ces forces résistantes qui dimi- 
nue peu à peu l'amplitude des oscillations. 



EXERCICES SUR LES §§ IV, V ET VI 



I. Un point de masse m se meut sur une droite Ox de telle 
façon que son abscisse x soit donnée en fonction de t par 

X = Xq cos toi h — S sin (o/, 

tu 

X,) et Vq désignant Tabscisse et la vitesse du point pour l = o. 
Exprimer en fonction de x la force X appliquée au point à chaque 
instant. 

Réponse. — On a 

.^-z mx --- — moi'X. 

Le mobile est attiré par O proportionnellement à la distance. 



X 



EXERCICES I03 

n. Même question pour un point mobile sur Oj; d'après la loi 

Héponse. — On a 

3. Un projectile du poids de lo kilogrammes est animé d'un 
mouvement de translation dont la vitesse est loo mètres à la 
-seconde, quel est, en kilogrammètres, le travail des forces exté- 
rieures qu*il faudrait faire agir sur le projectile pour l'arrêter ? 

P u^ 
Réponse. — Ce travail est — — kilogranimètres, c'est-à- 
dire S' 3 

kilogramme très. 

4. Un point pesant est abandonne sans vitesse sur une courbe 
fixe parfaitement polie. Quelle est sa vitesse dans chaque position ? 

Réponse. — Quand le point est descendu d'une hauteur h sa 
vitesse est donnée par 



1 



= gh. 



5. Calculer l'angle a sous lequel il faut lancer de un point 
pesant avec une vitesse u^ donnée (n" 35), pour que la portée hori- 
zontale OB ait une valeur donnée {fi(j. 36). 

Réponse. — Quand le problème est possible, il admet deux 
-solutions correspondant à deux directions de u^ symétriques par 
rapporta la bissectrice de Tangle ocOy. Le maximum de OB est la 
portée OA atteinte pour a = 45<». 



CHAPITRE III 

STATIQUE DES CORPS SOLIDES 

LIBRES 



§ I. — RÉDUCTION DES FORGES APPLIQUÉES A UN 

CORPS SOLIDE 

5o. Corps solides libres. — En Physique, on 
divise les corps de la nature en solides, liquides et gaz , 
Nous nous occuperons ici des corps naturels appelés 
solides, comme une pierre, un morceau de métal, un 
morceau de caoutchouc, etc. 

Un solide naturel est dit entièrement libre quand 
aucun obstacle extérieur ne gêne son mouvement. Par 
exemple, une pierre posée sur une table n'est pa& 
entièrement libre, car la table empêche par sa résistance 
certains mouvements ; une porte n'est pas entièrement 
libre, car son articulation avec les gonds empêche cer- 
tains mouvements. 

Nous considérerons d'abord des solides entièrement 
libres, puis nous donnerons quelques exemples de 
solides gênés. 



RÉDUCTION DES FORCES APPLIQUÉES Io5 

On dit qu'une force est appliquée à un corps solide 
quand elle agit sur un des points matériels dont l'en- 
semble constitue le corps solide. Ce point s'appelle le 
point d'application de la force. 

On dit qu'un corps solide sollicité par plusieurs 
forces est en équilibre quand ce corps, abandonné à 
lui-même, sans vitesse, sous l'action des forces, reste 
immobile sans se déformer. 

Il est évident qu'un corps solide libre sollicité par 
une seule force ne saurait être en équilibre. Le cas 
d'équilibre le plus simple possible est donc le cas d'un 
corps sollicité par deux forces. 

5i. Corps solide libre sollicité par deux 
forces. — Soit un solide libre sollicité par deux 
forces P et Q {fg. 47) appliquées 

Fie (lit 

en deux points A et B. Nous regar- 
derons comme évident que, pour 
que le solide soit en équilibre, il 
faut que les deux forces P et Q 
soient égales et directement opposées, 
c'est-à-dire égales, parallèles, de sens 
contraires et dirigées suivant la droite 
AB joignant leurs points d'applica- 
tion. 

Cette condition nécessaire de l'équilibre n'est pas 
toujours suffisante. Par exemple, si aux. deux extré- 
mités d'une tige métallique on applique deux forces 
égales et directement opposées, dirigées de façon à 
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tendre la tige, elles ne se font pas immédiatement équi- 
libre : la tige s'allonge un peu, par conséquent se 
déforme, et prend, seulement après cette déformation, 
un certain état d'équilibre ; il peut même arriver, si 
les forces sont trop grandes, que la tige se rompe. 
Une tige métallique soumise à ses deux extrémités à 
•des pressions égales et directement opposées est en équi- 
libre si ces pressions ne dépassent pas certaines limites ; 
mais, si ces pressions sont trop grandes, la tige peut 
fléchir, etc. 

Nous supposerons, dans tout ce qui suit, que les 
forces appliquées aux corps considérés sont assez 
petites et que ces corps eux-mêmes sont assez rigides 
pour qu'il n'y ait pas rupture et que la déformation 
«oit négligeable. Alors la condition d'équilibre indiquée 
plus haut comme nécessaire est également.^tt^^an^^. 

En résumé, avec les restrictions que nous venons 
d'indiquer, la condition nécessaire et suffisante pour 
que deux forces appliquées à un solide libre se fassent 
équilibre est quelles soient égales et directement opposées. 

Principe. — Nous admettrons, comme un fait 
résultant de ce qui précède, que, si un corps solide est 
sollicité par des forces en nombre quelconque, on peut, 
sans changer son état, ajouter aux forces qui agissent 
déjà deux forces égales et directement opposées, ou 
supprimer l'ensemble de deux forces égales et directe- 
ment opposées quand il se rencontre un ensemble de 
ce genre. 
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52. Opérations élémentaires. — On peut, sans 
changer l'état d'un corps solide sollicité par des forces 
en nombre quelconque, leur faire subir les opérations 
suivantes que nous appellerons opérations élémen- 
taires : 

i^ On peut, sans changer iétat (Van solide, ajouter 
eu enlever un système de deux forces égales et directe- 
ment opposées. 

2° On peut, sans changer ieffct d'une force appli- 
quée à un solide, la transporter en un point quelconque 
de sa ligne d* action, pourvu que ce nouveau p.^ ,^ 
point soit invariablement lié au solide. 

En effet, soit, entre autres, une force P 
appliquée en un point A d'un solide (^fig- /i8) ; 
prolongeons indéfiniment la ligne d'action 
AP de cette force et prenons sur cette ligne 
un point B quelconque invariablement lié 
au corps. Nous pouvons, sans changer l'état 
du corps, appliquer en B deux forces égales j 

et directement opposées dont Tune, P^, est 
«gale à P en grandeur, direction, sens, et l'autre, — 
P', égale et directement opposée. Mais alors nous pou- 
vons de nouveau, sans changer l'état du corps, sup- 
primer les deux forces P et — P', égales et directement 
opposées ; nous avons donc, sans changer l'état du 
corps, remplacé la force AP par la nouvelle force BP' 
obtenue en transportant AP en un point de sa ligne 
d'action. 



B 
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3*^ On peut, sans changer l'état (F un solide , rem- 
placer des forces concourantes par leur résultante, ou 
décomposer une force en des forces concourantes. 
Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait, entre 

autres, quatre forces P, Q, 

*^" ^'^ R, S (yî^. 49) appliquées 

en quatre points A, B, C, 
D d'un solide de telle façon 
que leurs lignes d'action 
prolongées concourent en 
un même point E. Nous 
pouvons d'abord, d'après Topera tion précédente, trans- 
porter chacune de ces forces au point E de sa ligné 
d'action et amener ainsi les quatre forces en P', Q', 
R', S'. Mais alors les quatre forces sont appliquées 
à un même point matériel E et peuvent être rem- 
placées par leur somme géométrique ou résultante F. 
Inversement, étant donnée une force F appliquée en 
E, on peut toujours la décomposer en forces appli- 
quées au même point et ensuite transporter chacune 
de ces composantes en un point quelconque de sa ligne 
d'action. 

Remarque. — Il peut arriver que les directions pro- 
longées des forces concourantes P, Q, R, S se coupent 
en un point E ne faisant pas partie du corps : dans ce 
cas, pour pouvoir faire le raisonnement, il faut imaginer 
que l'on place en E un point matériel et que l'on relie 
invariablement ce nouveau point au corps. 
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53. Invarianoe de la somme géométrique 
des forces et de leur moment résultant par 
rapport à un point. — Etant données des forces 
Fj, F2, . . . , F„ appliquées à un solide, ces forces 
forment un système de vecteurs auquel on peut appli- 
quer les constructions géométriques précédemment 
étudiées. 

Faisons choix d*un point et construisons la somme 
géométrique OR et le moment résultant OG des forces 
par rapport à ce point. Pour cela nous mènerons par 
O des vecteurs OF'i, OF'2, . • . , 0F'„ égaux et paral- 
lèles aux forces ; la somme OR de ces vecteurs sera la 
somme géométrique des forces. Puis nous construi- 
rons les moments linéaires OGj, OG2, . . . , 0G„ des 
forces par rapport à ; leur somme géométrique OG 
sera le moment résultant des forces par rapport à 0. 

Ces définitions rappelées, on a le théorème suivant : 

Les opérations élémentaires n altèrent pas les deiLc 
vecteurs OR et OG. 

En d'autres termes, si, en employant ces opérations, 
on transforme le système des forces en un autre, ce 
nouveau système a la même somme géométrique OR et 
le même moment résultant OG que le premier. 

Pour le montrer, il suffit de montrer que les vecteurs 
OR et OG ne changent pas quand on effectue chacune 
des opérations élémentaires. 

I® Quand on ajoute ou qu'on supprime deux forces 
égales et directement opposées, on ajoute ou l'on sup- 
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prime, à chacun des systèmes de vecteurs concourants 
ayant pour sommes géométriques OR et OG, deux vec- 
teurs égaux et directement opposés, ce qui n'altère 
évidemment pas ces sommes. 

2*^ Quand on transporte une force en un point de 
sa ligne d'action, on n'altère ni le vecteur égal et paral- 
lèle mené par 0, ni le moment linéaire de cette force 
relatif au point 0. 

3° Quand on remplace plusieurs forces concourantes 
Fj, Fj, . . . , F/, par leur résultante Q, on doit rempla- 
cer, dans la construction de la somme géométrique OR 
de toutes les forces F^, F2, . . . , F/^, . . . , F„, les vec- 
teurs OF'i, OF'gî • • • ) 0F\, égaux et parallèles à 
F,, F2, . . . , F^, par le vecteur OQ' égal et parallèle à 
leur résultante Q ; mais, comme OQ' est la somme géo- 
métrique de OF'j, OF'2) • • • ) 0F\, cette opération 
revient à remplacer une partie des vecteurs concourants 
dont la somme géométrique est OR par leur somme, 
ce qui n'altère pas OR. 

De même, quand on remplace plusieurs forces con- 
courantes F,, F2, . . . , Ffc par leur résultante Q, on 
doit remplacer, dans la construction du moment résul- 
tant OG de toutes les forces, les moments linéaires 
OGj, OG2, . . . j OG;t des forces F^, Fg, . . . , F^ par le 
moinent OH de leur résultante Q ; mais, comme le mo- 
ment OH de la résultante de vecteurs concourants est 
égal à la somme des moments linéaires des composants, 
celle opération revient à remplacer une partie des mo- 
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ments linéaires dont la somme est OG par leur somme 
géométrique, ce qui n'altère pas OG. 
Le théorème est donc démontré. 

54. Réduction des forces appliquées à un 
corps solide. — A l'aide des opérations élémentaires, 
on peut, d'une infinité de manières, transformer un 
système de forces appliquées à un corps solide, sans 
changer son état. Il y a évidemment un grand intérêt 
à réduire ainsi les forces appliquées à un solide à des 
éléments aussi simples que possibles. 

Les deux cas les plus simples sont: 1** le cas où les 
forces sont concourantes ; 2 ' le cas où elles sont paral- 
lèles. 

Quand les forces sont concourantes elles peuvent, 
comme nous venons de le voir (n° 62), se réduire à 
une résultante unique R Çfig. /iq). Le moment linéaire 
de R, par rapport à un point quelconque, est la 
somme géométrique des moments des composantes. 
Si la résultante R est nulle, les forces concourantes 
se font équilibre. 

Examinons maintenant, en détail, le cas des forces 
parallèles. 
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55. Deux forces parallèles. — Nous commcn 
cerons par le cas de deux forces. 
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1° Deux forces parallèles et de même sens. — 
Soient deux forces parallèles et de même sens F^ et Fj 
appliquées en deux points Aj et Ag d'un corps solide 
(^fig- 5o). Nous allons montrer que ces deux forces ont 

p. g^ une résultante uni- 

que et déterminer 
celte résultante. En 
vertu des opéra- 
tions élémentaires, 
nous ne change- 
rons pas l'état du 
corps en appli- 
quant en Al et Ag 
deux forces H, et 
Ha égales et direc- 
tement opposées. 
Composons Fj et 
Hi d'une part, Fg 
€t H2 de l'autre ; nous aurons deux forces Q^ et Qg qui 
concourent en un point M. Transportons-les au point 
M, en Q\ et Q'2, puis décomposons Q'i en deux forces 
F'i et H'i égales et parallèles à F^ et Hj, Q'2 en deux 
forces F'2 et H'a égales et parallèles à Fj et Hg. Les 
forces H'i et H'2 égales et directement opposées se dé- 
truisent ; les deux autres F\ et F'2 dirigées dans le 
même sens, suivant la parallèle MA aux deux forces 
Fi et F2, se composent en une seule F = Fj -|- Fj paral- 
lèle aux composantes et de même sens qu'elles. 

Pour déterminer la ligne d'action MA de cette force F, 
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il suffit de déterminer le point A où elle rencontre 
AjAg. Ce point est situé entre Aj et Ao : les triangles 
semblables FiQ^Aj et AAjM donnent 

AA,^MA 
H, ~ F, ' 

de même les triangles semblables F^Q^Aj et AAjM 
donnent 

AAo _ MA 

H, ~ F2 * 

Divisant membre à membre, avec la condition 
Hi = Ha, on a 
. . AA, Fo 

Deux forces parallèles et de même sens ont une résul- 
tante parallèle de même sens, placée entre les com- 
posantes, égale à leur somme ; la ligne d'action de cette 
résultante divise la droite joignant les points d'applica- 
tion des composantes en deux segments inversement pro- 
portionnels aux composantes. 

Ce théorème détermine la résultante des deux forces : 
comme on a le droit de la faire glisser le long de 
sa ligne d'action AM, son point d^application n^est pas 
déterminé. 

Les points d'application A, et A2 des composantes 
étant choisis, on convient de prendre comme point 
d^application de la résultante le point A où sa ligne 
d'action rencontre A1A2. En transportant la résultante 
au point A, on a alors la disposition de la figure 5o. 

Appell et Chappuis. — Leçons, II. 8 



\ 
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Centre de deux forces parallèles. — Le point par- 
ticulier A s'appelle le centre des deux forces parallèles 
Fj et Fa appliquées aux points Aj et Ag. Si l'on sup- 
pose que les forces F, et Fg, tout en restant parallèles 
et conservant leurs intensités, tournent autour des points 
Al et A2, la résultante F tourne aussi autour du point A. 
Le point A reste le même quand on modifie les 
intensités des composantes de telle façon que leur rap- 
port ne change pas. 

La proportion (i) peut s'écrire 

F, ^ F, ^ F,-f-F, 

iVAa iVA-j AA-i —\— A.A2 

ou 

(2) F. ^ F, _ F 

AA2 AAj A.1A2 

chacune des trois forces F,, F2, F est donc propor- 
tionnelle à la distance des points d'application des deux 
autres. 

La même relation peut aussi s'écrire d'une manière 
simple, comme il suit. Soit I un point quelconque pris 
sur le prolongement de-AjAg. On a, évidemment, 
AAi = lA — lAj, AAg = IA2 — lA; la relation (i) 
déterminant le point A devient alors 

(lA — lAO Fi = (IA2 — L\) F2 
ou, en transposant, 

(3) (F, -4-F2) lA = Fj.IA, -T- F2.IA2. 

Si I était pris entre A, et Ag, on aurait la même 
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relation à condition de donner le signe + à ceux des 
segments lA, lAj, IA2 qiii ont un certain sens et le 
signe — à ceux qui ont le sens contraire. 

Remarque sur lès moments. — Les forces Fj et Fg 
ayant été, par les opérations élémentaires, réduites à 
la seule force F, le moment linéaire de F par rapport 
à un point quelconque de Tespace est égal à la somme 
géométrique des moments linéaires des deux com- 
posantes par rapport au même point. 

La relation (i) exprime ce fait^our un point I pris 
dans le plan des deux forces. En effet, abaissons du 
point I la perpendiculaire IBjBBj sur les trois forces 
(^Jig. 5o). Le point I étant placé comme dans la figure, 
les moments linéaires des trois forces, par rapport à I, 
sont tous trois perpendiculaires au plan de la figure, 
en avant de ce plan. Le moment de la résultante étant 
égal à la somme des moments des composantes, on a 

F.lB = Fi.lB,-|-F2.IB,. 
Mais les triangles semblables donnent immédiatement 

IB IBi^IB, 
I A "~ I Al - lA./ 

on a donc aussi 

F.IA = Fi.IAi-h F,.1A, 

ce qui est précisément la relation (3). 

On pourra vérifier directement, comme exercice, que 
la ligne d'action de la résultante est le lieu des points 
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par rapport auxquels la somme géométrique des mo- 
ments des composantes est nulle. 

2^ Deux forces parallèles inégales et de sens 
contraires. — Désignons par F^ et Fa les valeurs 
absolues des intensités de deux forces parallèles, de 
sens contraires, appliquées en Aj et Aj et supposons 
F. > F, (Jg. 51). 

Prenons, sur le prolongement de A^Ag, un point A 
tel que 

AA, F2 



(4) 



AA2 F, 



Ce point A sera situé du côté de la plus grande force Y^ , 

Puis appliquons en A deux forces 

'^' ' égales et directement opposées^ 

^ d'intensité Fj — Fg, parallèles à 

f' / Fi et F4, l'une F z= F^ — F» 

/ / "* A ayant le sens de Fi, l'autre 

1,. ....... .^^_^ï^^ — ^ 2 p/ = Fi — Fa ayant le sens op- 

^ ^p.>../ posé. L'état du système n'est pas 

J^ / ' changé. Mais les deux forces F^ 

/ et Fa ont une résultante R égale 

^* et directement opposée à Fj. En 

effet, ces forces, parallèles et de même sens, ont une 

résultante R de même sens qu'elles, égale à leur somme 

qui est précisément 

R = F-f-F2 = F, 
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appliquée en un point divisant AAj en segments inver- 
sement proportionnels à F' et Fg ; or le point A^ rem- 
plit précisément cette condition, car la relation (4) 
donne 

'F7~'Fr~ F, — F2 
ou, en égalant le premier et le dernier rapport, 

AA| A.iA2 

T7~~F^* 

La résultante des forces F2 et F' étant égale et direc- 
tement opposée à Fi , l'ensemble des trois forces F^ , 
F', Fj peut être supprimé et il reste la seule force F 
appliquée au point A. 

Deux forces parallèles inégales et de sens contraires 
ont une résultante parallèle de même sens que la plus 
grande, placée à l'extérieur des composantes, égale à 
leur différence; la ligne d'action de cette résultante 
divise la droite joignant les points d'application des 
•composantes en deux segments inversement propor- 
tionnels aux composantes. 

Le point A, où la ligne d'action de la résultante 
rencontre Iftidroite joignant les points d'application A^ 
-et A2 des composantes, se nomme encore centre des 
forces parallèles : nous y supposerons la résultante 
appliquée. Dans ces conditions, la proportion (4) 
montre encore que chacune des trois forces F^ , Fg , F 
est proportionnelle à la distance des points d'applica- 



\i 



Il8 CHAPITRE III. STATIQUE DES CORPS SOLIDES 

tion des deux autres. En prenant un point I à l'exlé- 
rieur du segment AA2 on a 

AA,==IA, — lA, AA2 = IA2 — lA 

et la relation (4) qui détermine A peut s'écrire 

(lA, — IA)F, = (IA2 — IA)F2 

(5) (F, — F2) lA =. F, . lA, - F, . I A2 , 

relation qui se déduit de la relation analogue (3), pour 
les forces de même sens, par le seul changement de 
F2 en — F2 . 

On pourra répéter identiquement, pour le cas actuel, 
les remarques relatives aux moments faites dans le cas- 
de deux forces de même sens. 

3^ Deux forces parallèles égales et de sens con- 
traires. — Lorsque les deux forces F, et F2 parallèles 
et de sens contraires sont égales, les raisonnements 
précédents n*ont plus de sens, car le point A que nous 
avons introduit devrait être extérieur au segment AjA^ 
et vérifier la relation 

AA, _ F, ^ 
AAo F, ' ' 

Or un tel point n'existe pas, car tout point extérieur 
au segment A,A2 est plus près d'un des points Ai ou 
Aa que de l'autre. On dit quelquefois que le point A 
est rejeté à l'infini ; cela tient à ce que si F, d'abord 
supérieur à Fo diminue et tend vers F.j, le point A 
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s'éloigne de plus en plus, pour disparaître quand 
F, = F,. 

L'ensemble de deux forces parallèles égales et de sens 
contraires forme un couple. Nous verrons plus loin 
qu'un couple ne peut pas être remplacé par une force 
unique. On a déjà vu, dans la théorie des vecteurs, 
que le moment résultant d'un couple est le même par 
rapport à tous les points de l'espace. 

56. Forces parallèles en nombre quelconque. 

— Soit un corps solide sollicité par des forces paral- 
lèles, les unes tirant dans un sens, les autres en sens 
contraire. Pour obtenir des formules et des énoncés 
généraux, nous conviendrons de regarder comme posi- 
tives les intensités des forces qui tirent dans un certain 
sens, comme négatives les intensités de celles qui 
tirent en sens contraire. 

Nous appellerons P^ , P2, . . ., P„ les valeurs algé- 
briques des forces ainsi définies. 

Par exemple, si nous avons trois forces de 20, 3o, 
4o dynes tirant dans le sens regardé comme positif et 
deux forces de 60 et 80 dynes tirant dans le sens 
opposé, nous prendrons 

Pi = -f-2o, P.^^-f-3o, P3 = H-4o, 
P, = — 60, P3 = _8o. 

57. Cas où la somme algébrique des inten- 
sités des forces n*est pas nulle. — Si la somme 

P = PiH-P2-l-. .-f Pn 
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n est pas nulle, les forces parallèles considérées admet- 
tent une résultante unique qui leur est parallèle, dont 
Vintensité a pour valeur algébrique P et qui est appli- 
. quée en un certain point, indépendant de la direction 
commune des forces, appelé centre des forces parallèles. 
Ce théorème a été établi pour deux forces (n® 55). 
Appelons Fj et Fa les valeurs absolues des intensités des 
deux forces appliquées en k^ et A2 . Si les forces sont 
de même sens, les intensités des forces et de leur ré- 
sultante ont pour valeurs algébriques 

fa\ \ Pi = Fi , P2 = F2 

^ ^ J P = P,+ P2 = F, + F2. 

Si elles sont de sens contraires, les forces et leur 
résultante ont pour valeurs algébriques 

, . C Pi = F,, P2 = -F2 

"^^^ l p = p^^_p., = Fi — F2. 

Dans les deux cas, la résultante est appliquée en un 
point A, situé sur A^Ag, indépendant de la direction 
commune des forces. En choisissant un point I à l'exté- 
rieur du segment qui comprend les trois points AAjAg 
nous avons trouvé successivement, pour les deux cas, 
les relations 

(F» + F2) lA = F, . lAi -f- F2 . IA2 
(Fi — F2) lA = F, . lA, — F2 . IA2 

qui, d'après les conventions de signes (6) et (7), 
s'écrivent sous forme unique 

(8) P.IA=rPi.IA,-+-P2.IA2. 



FORGES PARALLÈLES 131 

Prenons maintenant le cas général. 

Soient n forces parallèles ayant pour valeurs algé- 
briques Pj , P2 , . . . , Pn et supposons que leur somme 
géométrique 

P = Pi-l-P2-+-..-f-Pn = SPfc 

soit diflerente de zéro. Supposons les composantes 
appliquées en des points déterminés A^, A2, . . . , A„, 
et imaginons, pour fixer les idées, que les forces Pj , 
P2, . . . , P„ tirent dans lin sens, et les forces P,„+i, 
Pin+2) • • • > Pn 6ii sens contraire. Nous pourrons, 
d'après ce qui précède, remplacer P^ et Pg par une 
force unique Qi = Pi + P2 appliquée au centre C, des 
forces parallèles P^ et P2 ; puis nous remplacerons les 
forces Qi et Pg par une force 

Q2 = Q,H-P3 = P, + P2-f-P3 

appliquée au centre Cg des forces parallèles Qi et P3 ; 
et ainsi de suite, jusqu^à ce que nous ayons remplacé 
toutes les forces tirant dans un sens par une force 
unique P' appliquée en un point déterminé C ; de 
même, nous remplacerons toutes les forces tirant en 
sens contraire par une force unique P'^ appliquée en un 
point déterminé C". Ces deux forces se composent 
enfin en une 

p 33= F -4- P" = Pi -t-Pa-f- . . -+- P« 

appliquée au centre C des forces P' et P" appliquées 
en C et C". 
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Ce point final C est. le centre des forces parallèles 
données. 

Si Ton fait tourner ces forces autour de leurs points 
d'application en les laissant parallèles, sans altérer 
leurs rapports mutuels, les forces auxiliaires Qi, 
Q2, ... 5 P', P" tournent autour de leurs points 
d'application C,, C2, . . . , C, C" sans que leurs 
rapports mutuels changent, et, finalement, la résul- 
tante tourne autour du point C. 

Il suffira donc de déterminer ce point C pour con- 
naître la résultante, puisque sa grandeur, sa direction 
et son sens sont connus. 



Détermination analytique du centre des forces paral- 
lèles. Moments par rapport à un plan. — Pour déter- 
miner la position 
du centre des forces 
parallèles, il est 
commode d'intro- 
duire certains pro- 
duits appelés mo- 
ments par rapport 
(i un plan. 

Prenons un plan 
fixe H Çfig. 62) et 
un axe OZ ayant son origine dans le plan et faisant avec 
lui un angle différent de zéro. Appelons r , , c.2 ? • • • > -« '^^ 
cotes des différents points d'application A, , A2, . . ., An 
des forces parallèles, par rapport au plan ; ces cotes sont 




As 



\ 
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comptées parallèlement à l'axe OZ : elles sont positives 
pour les points situés, par rapport au plan H, du même 
côté que OZ, négatives pour les points situés de l'autre 
côté. Ainsi, sur la figure 62, en menant AiCj , k^a^^ 
k^a^ parallèlement à OZ jusqu'à leur rencontre en a, , 
a2, «3 avec le plan H, on aura 

Ceci posé, on appelle moment de la force V,, par 
rapport au plan H le produit 

obtenu en multipliant la valeur algébrique P^^ de la 
force par la valeur algébrique Z/^ de la cote de son point 
d'application A^ . Le moment ainsi défini est une quan- 
tité positive, négative ou nulle, dont la valeur dépend 
du point d'application de la force, de sorte que ce mo- 
ment change quand on transporte la force en un point 
de sa ligne d'action. 

La propriété fondamentale résultant de cette défini- 
tion est la suivante : 

Quand la somme algébrique des forces parallèles est 
différente de zéro, le moment^ par rapport à an plan, 
de la résultante de ces forces est égal à la somme algé- 
brique des moments des composantes, à condition de 
prendre, pour point d'application de la résultante, le 
centre des forces parallèles. 

Pour démontrer cette proposition, prenons d'abord 
deux forces P^ et Pg appliquées aux points A^ et Ag et 
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ayant une résultante P = Pj + Pj appliquée au point 
À centre des deux forces parallèles. Supposons que le 
plan H, par rapport auquel on prend les moments, soit 
placé de telle façon que les trois points Aj , Ag , A aient 
leurs cotes 

zi = Aiflj , z^ = A.^2 » 2 = Aa 

Fig. 53. 




positives (Jig- 53). Soit I le point où la droite AAjA^ 
perce le plan H. On a, dans tous les cas, 



P . lA = Pj . lAi -h P2 . IA2 ; 



mais les triangles semblables lAa, 
donnent 

lA IA4 IA2 

Z Z\ Z2 

On a donc aussi 



IA,ai, lAjOi, 



(9) 



Vz = PjZi -f- P222 . 



ce qui démontre le théorème, car Pz est le moment de 
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la résultante, PjZj et ^2^2 l^s moments des composantes. 
Le raisonnement serait en défaut si la droite AAjAj^ 
était parallèle au plan H, car I n^existerait plus ; mais 
alors 

et la relation (9) à démontrer se réduit à la relation 
évidente 

P = P,-+-P,. 

Nous avons supposé les trois cotes positives. Ima- 



Fig. 54. 




ginons un plan H^ 
(Jig. 54) parallèle 
au premier rencon- 
trant OZ en un point 
0' de cote positive 
h: les points A, A^, 
A2 auront par rap- 
port à ce nouveau 
plan des cotes z', 
zj, Z2 pouvant avoir des signes quelconques. On a évi- 
demment 

z = z' -{- h, Zj = z{ -f- ^ 

La relation (9) donne alors 

Pz' -h Vh= P,z[ H- V^zi H- (Pi -+- V^)h. 

Comme P est égal à P^ + Pg, les termes en h dispa- 
raissent et il reste la relation 



Pz' = P,z{ H- Pjz^ 
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qui montre que le même théorème s'applique au plan 
H', quels que soient les signes des cotes. 

Le théorème, étant ainsi établi pour deux forces paral- 
lèles, s'étend aisément au cas de n forces parallèles P, -, 
Pa , . . . , P„ appliquées en des points Aj , Aj , . . . , A„ 
dont les cotes sont Zi, Zz, . . . , z„ par rapport au plan 
H. Nous supposerons, comme plus haut, que les forces 
Pi, P2, . . . , P^ sont positives, P;„^i,P;„ + 2, • • • , Pn 
négatives. 

Les forces P^ et P2 ont une résultante Qj appliquée 
au point Cj de cote Cj , et l'on a 

QiCi = Pi^i -h V.2Z2 . 

Les forces Qj et P3 ont une résultante Q2 appliquée 
au point C2 de cote C2, et l'on a 

Q2C2 = QiCi 4- P3-3 

:r=Pi2i-|-P2Z2-hP323. 

Les forces Q2 et P^ ont une résultante Q3 appliquée 
au point C3 de cote C3 , et l'on a 

Q3C3 ■= Q2C2 4- Pi^t 

= P,z, H- P2Z2 + Pa^a -+- Pi^v 

et ainsi de suite. Les forces Pj , Pg , . . . , P„ tirant dans 
un sens, ont une résultante P', égale à leur sonmie, 
appliquée en un point C de cote z', et l'on a 

( 1.0) P'z' = P,z, -4- P22:2 -h ... H- P„z„ . 

Les forces Pm + n • • • ? Pn^ tirant en sens contraire, 
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ont de même une résultante P'^ égale à leur somme 
appliquée en un point C" de cote 2'' et Ton a 

(, I) PV = P^Z^ H- ... -h PnZn . 

Enfin les deux forces P' et P'' ont une résultante 
P = P'_^P' = P^-^P.^_^..._+.p^ 

appliquée au centre G des forces parallèles de cote ^o 
et Ton a 

ou enfin 

(i a) P2o = Pi-i + IV2 4- ... -h P,.î,. , 

égalité qui démontre le théorème des moments dans 
sa généralité. 

Coordonnées du centre des forces parallèles. — Soient 
trois axes Ox, Oj, Oz formant un trièdre. Appelons 
Zi, ^2 . . . , Zn les cotes des points d'application Aj, A2 . . . 
A,, des forces parallèles par rapport au plan xOy, ces 
cotes étant comptées parallèlement à Oz. Appelons de 
même Xj, Xg, . . . , x„ et y,, ja, . . . , y^ les cotes de ces 
points par rapport aux plans yOz et zOx comptées 
parallèlement aux axes Ox et Oy. Soient enfin a?o, yo> ^0 
les cotes du centre G des forces parallèles. On aura 
d'après le théorème des moments 

'''-' p,-+-p.+...+p„ 

(i^) {yo- p^_^p^_^..._^p^ 

Pl^l H- P2^2 H f- Pn^ 



^0 



n*'n 



P. + PsH l-P„ 



.^ 
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formules qui déterminent le point C, à condition que 
la somme Pi + P2 + • • • + P„ soit différente de zéro, 

58. Cas où la somme algébrique des inten- 
sités des forces est nulle. — Dans ce cas, on 
pourra commencer la réduction comme dans le cas 
général (n** 67). Les forces Pj, Pg, . . . , P„, dirigées dans 
un sens, ont une résultante P' égale à leur somme 
appliquée en un point C centre de ces forces parallèles ; 
les forces P„ + 1, . . . , Pn, dirigées en sens contraire, ont 
une résultante P", égale à leur somme, appliquée en 
un point C", centre de ces forces parallèles. Mais 
actuellement 

F-f-P''=:o, 

les forces P' et P" sont égales et opposées. Deux cas 
sont à distinguer. 

1° La direction G' C" n'est pas parallèle aux forces : 
alors les deux forces P' et P" forment un couple : le» 
forces parallèles considérées se réduisent à un couple. 

2° La direction C C" est parallèle aux forces: alors 
les deux forces P' et P" sont égales et directement 
opposées ; les forces considérées se font équilibre. 

59. Centre de gravité. — Nous avons déjà 
défini le poids d'un point matériel : c'est une force 
verticale dont l'intensité p est égale à la masse du point 
matériel multipliée par l'accélération g due à la pe- 
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§anteur, accélération qui, en un mcme lieu, est la 
même pour tous les points pesants. La direction de la 
verticale change d'un lieu à l'autre; Tobservation a 
prouvé que la valeur de g varie avec la latitude et l'alti- 
tude ; mais ces variations sont insensibles dans l'étendue 
d'un corps de dimensions ordinaires. Un corps solide 
pesant peut donc être considéré comme une réunion 
d'un grand nombre de points matériels liés entre eux 
et sollicités par des forces verticales parallèles propor- 
tionnelles à leurs masses. La résultante de ces forces, 
qui est égale à leur somme, s'appelle \e poids du corps. 
Le centre de ces forces parallèles se nomme spéciale- 
ment centre de gravité; il occupe dans le corps une 
position indépendante de l'orientation de celui-ci ; car, 
lorsque le corps se déplace, tout se passe, pour un 
observateur entraîné avec lui, comme si, le corps restant 
immobile, les forces parallèles tournaient d'un même 
angle autour de leurs points d'application, ce qui 
n'altère pas la position du centre des forces parallèles. 
Ainsi, le centre de gravité est le point du corps par 
lequel passe constamment le poids du corps y quelle que 
soit son orientation. Si donc on fixait le centre de gra- 
vité en laissant au corps solide la liberté de tourner 
autour de ce point, le corps, soumis uniquement à l'ac- 
tion de la pesanteur, resterait en équilibre dans toutes 
les positions qu'il pourrait prendre. 

60. Expressions des coordonnées du centre 
de gravité. — Soient m^^ m^, . . . , /»„ les masses; 

Appell et Chappuis. — Leçons, II. 9 
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p^y P2, . . . , Pn les poids des points matériels qui con- 
stituent un corps solide ; (xi, Vj, z^) (a?2, y-j^ ^2)^ • • • > 
(a[?„,y„, z„) leurs coordonnées; P et M le poids et la 
masse du corps. On aura 

Si Ton désigne par Çxq, Jq» ^0) les coordonnées du 
centre de gravité, on a, d'après les formules qui 
donnent le centre des forces parallèles, 

^ _ Pt^l -f- PiXj -h ' • • H- Pn^n 
Xq 

Pl-hPî-h ' ' ' -^Pn 

— Uh^J H- m2X2 H- • • ' -h m^Xn 
nii ~{- m.) -h ' ' ' -h /w„ 

ou, sous forme abrégée, 

2wx J,mY H/nz 

2./n 2.m zm 

On voit, d'après ces formules, que la position du 
centre de gravité dépend uniquement des masses des 
points. 

Cette observation est importante, car elle permet 
d'étendre la notion de centre de gravité à des systèmes 
non pesants. Même, dans certaines questions relatives 
à des points matériels de masses mj, m^, . . . , m„ non 
invariablement liés entre eux, il est utile d'introduire 
le point dont les coordonnées Xq, y^, Zq sont définies 
par les formules précédentes ; ce point qu'Euler pro- 
posait d'appeler centre d'inertie continue à porter le 
nom de centre de gravité, quoique les considérations 
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qui conduisent à la notion du centre de gravité ne 
soient plus applicables. 

Le centre de gravité est évidemment situé à Tinté- 
rieur de toute surface convexe entourant les points 
considérés. 

Lorsque Ton connaît les centres de gravité Gi et G., 
de deux parties d'un corps et leurs masses Mj et M^, 
on en déduit immédiatement le centre de gravité du 
corps, car ce centre est le centre des forces parallèles 
Mig et M^g appliquées aux deux points Gi et G2. D'une 
manière générale, lorsque Ton connaît les centres de 
gravité G,, Gj, . . . , Gp de plusieurs parties d'un corps 
et leurs masses, M^, M,, . . . , Mp, le centre de gravite 
du corps est le centre des forces parallèles Mir/,M25', . . . , 
Mpg appliquées aux points Gj, G2, . . . , Gp. En appelant 
^i) Jn ^1) ^2) 72) -2) ' ' ' y oCp, jp, Zp les coordonnées des 
centres de gravité de ces diverses parties, on aura pour 
les coordonnées iCo? Jo? ^0 du centre de gravité du corps 

^ Ml -h M2 H h Mp 

2My _ IMz 

Quand on veut déterminer le centre de gravité d'un 
corps solide de forme donnée, par exemple d'une 
masse de métal, on doit appliquer les formules pré- 
cédentes à un corps formé d'un nombre extrêmement 
grand de points matériels situés à des distances mu- 
tuelles extrêmement petites. On tourne la difficulté en 
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regardant le corps comme continu, ce qui n'est pas con- 
forme à la réalité, mais fournil une approximation très 
suffisante pour les applications. On supposera le corps 
divisé en parties infiniment petites, en petits cubes par 
exemple, et Ton appliquera les formules précédentes. 

Lorsqu'un corps a une épaisseur très petite par 
rapport à ses autres dimensions, on assimile le corps 
à une surface : telle est, par exemple, une feuille de 
papier ou de métal très mince. De même, il est des 
cas où Ton peut considérer un corps comme réduit 
à une ligne : tel est le cas d'un fil long et fin. 

6i. Théorèmes relatifs aux centres de gra- 
vité: 

1° Lorsqu'un système matériel admet un centre de 
symétrie, son centre de gravité se confond avec le centre 
de symétrie. — En effet, le système tout entier peut 
être partagé en éléments matériels très petits deux à 
deux symétriques et de même masse; la droite qui 
joint deux d'entre eux passe par le centre de symétrie 
qui est son milieu ; par conséquent la résultante des 
forces égales et parallèles appliquées aux extrémités de 
cette droite passe aussi par son milieu ; comme il en est 
de môme de toutes les résultantes semblablement obte- 
nues, la résultante totale passe par le centre de symétrie. 

2® Lorsqu'un système matériel plan admet un dia- 
mètre rectiligne conjugué d'une direction de cordes, le 
centre de gravité du système est sur ce diamètre, — On 
dit qu'un système plan admet un diamètre D conjugué 
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d'une direction de corde D', quand on peut le diviser 

en couples d'éléments matériels A 

et B, tels que A ait même masse 

que B, que les cordes AB soient 

parallèles à la direction D' et que 

leurs milieux soient sur la droite D 

(^Jig» 55). Dans ces conditions, le 

centre de gravité de chaque couple 

d'éléments A et B est sur la droite D; le centre de 

gravité du système total s'y trouve également. 




3" Lorsqu'un systhne matériel admet un plan diamé- 
tral cdiyugué d'une certaine direction de cordes, le centre 
de gravité du système est dans ce plan. — On dit qu'un 
système matériel admet un plan diamétral P conjugué 
d'une direction de cordes D , quand on peut le diviser 
en couples d'éléments matériels A et B de même masse, 
tels que toutes les cordes AB soient parallèles à la 
direction D' et que leurs milieux soient dans le plan P. 
Dans ces conditions, le centre de gravité de chaque 
couple d'éléments A et B est dans le plan P et le centre 
de gravité de tout le système s'y trouve également. 

62. Détermination de quelques centres de 
gravité : 

I. Centres de gravité des lignes planes. — 

Nous considérons exclusivement des lignes homogènes. Une 
ligne matérielle est dite homogène quand la masse d'une 
portion quelconque de cette ligne est proportionnelle à sa 
longueur. 
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Segment de droite. — Le centre de gravité d*iin segment 
de droite est en son milieu qui est un centre de symétrie. 

Circonférence de cercle. — Le centre de gravité d'une 
circonférence est en son centre. 

Contour d'un polygone régulier. — Chaque droite joignant 
le centre du cercle circonscrit à un sommet est un axe 
de symétrie : le centre de gravité, étant sur chacune de ces 
droites, est au point 0. 

IL Centres de gravité des aires planes. — Nous 

considérerons exclusivement des aires homogènes, c'est-à- 
dire telles que la masse d'une portion quelconque de Taire 
soit proportionnelle à son étendue. 

Cercle. — Le centre de gravité d'un cercle est en son 
centre, qui est un centre de symétrie. 

Parallélogramme. — Le centre de gravité d'un parallé- 
logramme est en son centre, qui est un centre de symétrie. 

Aire d'un triangle. — Chaque médiane est un diamètre 
p.^ conjugué par rapport aux cordes 

parallèles au côté correspondant. 
Chacune d'elles, AA' par exemple 
(fig. 56), divise, en effet, en deux 
parties égales toutes les cordes pa- 
rallèles à liC. Le centre de gravité 
de l'aire du triangle se trouve donc 
au point de rencontre des média- 
nes ; joignons A'B', cette droite est 
parallèle à AB et égale à sa moitié; la considération des 
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triangles semblables ABG, A'B'G mon Ire que Ton a 

AG AB 



= 2. 



AG A'B' 

Le centre de gravité est donc aux — de la médiane à partir 

il 

du sommet. 

On montrera, à titre d'exercice, que le poids total P d'un 

triangle est la résultante de trois poids égaux à — P appli- 

o 

qués aux trois sommets. 

Trapèze. — Soit ABCD un trapèze (^fig. 67) ; son centre 
de gravité se trouve sur la droite EF qui joint les milieux 
de ses bases parallèles, cette droite étant un diamètre pour 
les droites parallèles aux bases AB et CD. 

Traçons la diagonale AD : les deux triangles AGD et ABD 
ont leurs centres de gravité en ^, et g^ sur les médianes 




AF et DE. Le centre de gravité G est donc au point de 
rencontre des droites ^1 g^ et EF. Aux points g^ et g* 
sont appliquées des forces proportionnelles aux aires des 
triangles ACD et ABD, et par suite à leurs bases CD et 
AB, puisqu'ils ont même hauteur. Le point G est donc 
déterminé sur la droite g^ gi par le rapport 

g fi _ AB 
g fi "" CD * 
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Désignons par x et y les distances de G à AB et à CD et 
leur somme x-[-y par h et appliquons le théorème des 
moments par rapport à deux plans passant par AB et par 
CD et perpendiculaires au plan du trapèze ; on a, en appe- 
lant 6 et B les bases. 



(B-f-6)x=:2B 



(B-}-^)j-B|-f-26|- 



d'où 



y 



2B 



B-f-26 



B . 

2 



Ce qui montre que, si Ton porte à gauche de A une lon- 
gueur AM = B et à droite de D une longueur DN = 6, 
la droite MN passe par le point G. 

Qaadrilalère. — Soit ABGD un quadrilatère {fig- 58); 

la diagonale BD détermine deux trian- 
gles dont les centres de gravité ^j, g.^ 
sont sur les médianes AI et CI aux 

2 • 

— à partir des sommets. Les poids ap- 

o 

pliqués en gi et g.2 sont proportionnel» 

aux aires de ces triangles, et, comme 

ils ont même base, ces poids sont 

proportionnels à AE et CE. Le centre 

de gravité G est défini par le rapport 

f/jG ^ CE 
\j.fi "~ AE ' 
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11 suffit donc de prendre GF = AE et de joindre IF pour 
avoir le point G. 11 suffit même de remarquer que G est 
au tiers de IF pour avoir une construction plus simple. 

Polygone. — 11 faut décomposer le polygone en triangles» 
appliquer au centre de gravité de chaque triangle une force 
de direction constante proportionnelle à l'aire du triangle 
et chercher le centre de ces forces parallèles. 



Fig. 59. 



111. Centres de gravité des volumes. — Nous 
considérerons encore des volumes homogènes y c'est-à-dire 
tels que la masse d'une portion quelconque du volume soit 
proportionnelle à son étendue. 

Parallélépipède. — Le centre de gravité est au centre du 
parallélépipède qui est un centre de symétrie. 

Sphère. — Le centre de gravité est au centre de la sphère. 

Prisme triangulaire. — Le prisme triangulaire a quatre 
plans diamétraux, à l'intersection desquels 
se trouve son centre de gravité : i** le plan 
de la section moyenne passant par les mi- 
lieux a, 6, c des arêtes, qui est un plan dia- 
métral pour toute droite parallèle aux 
arêtes ; 2" les trois plans qui passent par 
une arête et par la médiane correspon- 
dante du triangle de base ; AA'MM' est 
l'un d'eux {fig. 69), il est plan diamétral 
pour toutes les droites parallèles à BG. 

Le centre de gravité G est donc sur 
l'intersection de deux de ces plans, c'est-à-dire sur la ligne 
gg' qui joint les centres de gravité des bases ; comme il est 
dans le plan abc, on voit que : le centre de giavité d'un 
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prisme triangulaire est au milieu de la droite qui joint les 
centres de gravité des deux bases : 
de gravité de la section moyenne. 



centres de gravité des deux bases : il coïncide avec le centre 



Prisme polygonal. — On décompose le prisme en prismes 
triangulaires au moyen de plans menés par ses arêtes laté- 
rales ; les centres de gravité de ces prismes coïncident avec 
les centres de gravité des triangles en lesquels est décom- 
posée la section moyenne et les poids des prismes sont 
proportionnels aux aires des triangles; par conséquent, 
le centre de gravité du prisme polygonal coïncide avec le 
centre de gravité de sa section médiane. 

Tétraèdre. — Tout plan qui passe par une arête et le 
milieu de l'arête opposée est un plan diamétral relative- 
ment aux cordes parallèles à cette dernière arête et ren- 
ferme le centre de arravité ; le tétraèdre 
*° °* comporte autant de plans diamétraux 

^ de cette espèce que d'arêtes, c'est-à- 

\\ dire six. 

\\ X* Soient ABE et ADF deux de ces 

\ X' \\ plans ; ils se coupent suivant la droite 

Lj^?J.._\__Xd A^, g étant le centre de gravité de la 

Ty^>^^^ ^^^^ BGD. Dans le troisième plan 

NU^ BGH, la droite FH coupe A^ au centre 

de gravité G {fig. Go). 
Menons Il/t parallèle à G^ ; h est le milieu de ^D ; les 
points hci g partagent donc la droite FD en trois parties 
égales. Il en résulte que G^ est la moitié de HA, qui est lui- 
même la moitié de A^ ; donc le centre de gravité d'un tétraè- 
dre est situé au quart, à partir d'une face, de la droite qui 
joint le centre de gravite de cette face au sommet oppose. 
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Le point G étant le milieu de FH, le centre de gravité 
d'un tétraèdre est au milieu de Tune des droites qui joi- 
gnent les milieux de deux arêtes opposées. 

Il résulte encore du premier énoncé que le centre de 
^gravité du tétraèdre coïncide avec le centre de gravité du 
triangle suivant lequel il est ôoupé par un plan mené paral- 
lèlement à une face et à une distance de celte face égale 
au quart de la hauteur correspondante. 

Enûn on peut remarquer que le poids P d'un tétraèdre 

est la somme de quatre poids égaux à — P appliqués aux 
quatre sommets. 

Pyramide. — On décompose la pyramide en tétraèdres 
au moyen de plans menés par ses arêtes latérales ; le centre 
de gravité de la pyramide coïncide avec celui du polygone 
suivant lequel elle est coupée par un plan mené parallèle- 
ment à sa base et à une distance égale au quart de la hau- 
teur de la pyramide ; le centre de gravité est donc au quart, 
à partir de la base, de la droite qui joint le sommet au 
centre de gravité du polygone de base. 



§ III. — COUPLES 

63. Couple. — On appelle couple de forces ou 
simplement couple l'ensemble de deux forces égales, 
parallèles et de sens contraires appliquées à un corps 
solide. En supposant que P soit l'intensité commune 
des deux forces, nous désignerons ordinairement Tune 
des forces par la notation P, l'autre par la notation P^ . 
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Axe d'un couple. — Soit B un point quelconque de 
l'espace: on a vu, dans la théorie des vecteurs, que 
le moment résultant BH des deux forces P et P, 
est le même en r/randeur, direction et sens, quel que 
soit le point B. 

Ce moment résultant s'appelle Vaxe du couple. 
L'axe d'un couple est ainsi un vecteur défini en 
grandeur, direction et sens, mais non en position, car 
son point d'application est un point quelconque B de 
l'espace. Pour obtenir les éléments de cet axe (gran- 
deur, direction et sens), il suffit de prendre le moment 
résultant du couple par rapport à un point particulier, 
par exemple par rapport au point A, pris sur l'une 

des forces Pj du 

couple ; l'axe du 

---;z couple est le mo- 

y^ ment résultant des 
y^ deux vecteurs P et 

^1 P, par rapport au 

P» pointA,(}£5f.6i); 

comme le moment de Pj est nul, l'axe se réduit au 
moment linéaire AjU de P par rapport au point Aj • 
il est donc égal au produit de P par la plus courte 
distance AAj des deux vecteurs, perpendiculaire au 
plan du couple et dirigé dans un sens tel qu'un mo- 
bile suivant P tourne autour de A, II dans le sens 
positif. La distance des deux forces est le bras de 
levier du couple; la grandeur Px AA, de l'axe est le 
moment du couple. On peut remarquer que ce mo- 



Fig. Oi. 



COUPLES I 4 I 

ment est égal à l'aire du parallélogramme construit 
sur les deux forces du couple. 

Quand le moment d'un couple est nul, ou bien le 
facteur P est nul et les deux forces du couple sont nulles, 
ou bien le bras de levier AAj est nul, les deux forces 
sont égales et directement opposées, et Ton peut les 
supprimer. 

64. Théorème fondamental. — On peut, sans 
changer l'état d'un solide, remplacer un couple qui lui 
est appliqué par un autre couple, pourvu que l'axe de ce 
second couple soit égal, en grandeur, direction et sens, 
à l'axe du premier. 

D'une façon concise, on énonce ce théorème en 
disant que deux couples de même axe sont équivalents. 

Pour démontrer ce théorème, nous montrerons 
qu'o/i peut, par des opérations élémentaires, transformer 
un couple en un autre quelconque de même axe. 

Nous distinguerons deux cas dans la démonstration : 

1° Les couples de même axe qu'on veut transformer 
l'un dans l'autre 
sont situés dans un 



Fis. 62. 



p 

même plan. V'^v" — ^' " 7^ 

Supposons d'à- Q'/-"^C '- - ^' 

bord que les forces 
des deux couples y 
ne soient pas pa- ^ Pi c 

rallèles; les directions de ces forces forment alors un 
parallélogramme ABCD (Jig- 62) ; comme on peut 




-/9' 
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transporter une force en un point de sa direction, 
on peut appliquer les forces des deux couples aux 
quatre sommets du parallélogramme, ceux du premier 
aux sommets A et C en P et Pi, ceux du deuxième 
aux sommets D et B en Q et Qi . 

Soit h la distance des droites AB et DC : le moment 
du premier couple P/i est à l'aire du parallélogramme 
AB . h comme AP est à AB. De même le moment du 
second est à l'aire du parallélogramme comme DQ est 
h AD ; on a donc, ces moments étant égaux, 

, . P AB 

^') Q=ÂD- 

Les axes des deux couples sont alors égaux et pa- 
rallèles : pour qu'ils soient de même sens (tous deux 
dirigés en avant du plan de la figure), il faut que les 
forces soient disposées dans le même sens de circula- 
tion sur le périmètre du parallélogramme. 

Cela posé, partons du couple P, P^ et ajoutons, suivant 
le côté AD, deux forces égales et directement opposées, 
la force Q et une force Q' appliquée en A ; de même 
ajoutons, suivant BC, deux forces égales et directe- 
ment opposées QiQÎ appliquées enB et C. Nous aurons 
un système de forces équivalent au couple P, P^ : mais 
l'ensemble P, P^ , Q', QJ est équivalent à zéro, car les 
deux forces P et Q' ont une résultante R qui, d'après 
la proportion (i), est dirigée suivant la diagonale AC, 
et les deux forces P^ et QJ ont une résultante R^ dirigée 
suivant CA, c'est-à-dire égale et directement opposée 
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à R ;. nous pouvons donc supprimer les forces P, Pj, 
Q', Qî qui se détruisent et il reste le couple Q, Qi 
équivalent au premier. 

Lorsque les forces des deux couples de même axe 
P, P,, Q, Qi situés dans un même plan sont paral- 
lèles, le raisonnement précédent ne s'applique plus ; 
mais si, dans le même plan, on considère un couple 
auxiliaire F, F, de même axe que les deux proposés, 
ayant ses forces obliques sur celles des proposés, on 
peut, d'après cequi précède, transformer P, P^ en F, F^, 
puis F, Fi en Q, Qi c'est-à-dire finalement P, P, en 

Q, Q.- 

En résumé, on peut transporter un couple à volonté 
dans son plan et modifier son bras de levier et ses 
forces, pourvu que son axe ne change pas. 

2° Démontrons maintenant qu'on peut transporter 
un couple dans un plan parallèle au sien et modifier 
son bras de levier et ses forces, pourvu que son axe ne 
diange pas. 

Pour cela, il suffit de démontrer qu'on peut trans- 
porter un couple parallèlement à lui-même, dans un 
plan parallèle au sien : une fois le couple transporté 
dans ce plan, on le modifiera conformément aux règles 
du premier cas. 

Soient P, Pj (^fig. 63) un couple et P', Pj le même 
couple transporté parallèlement à lui-même hors de 
son plan : A, B, A', B' les points d'application des 
forces des deux couples. Construisons un parallélé- 
pipède ayant ces quatre forces pour arêtes opposées et 
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prenons les points d'intersection C et D des diagonales 
des deux faces PP^BB', P,PÎAA^ Partons du premier 
couple P, Pj et suivant CD appliquons deux forces 
R, Rj égales directement opposées et égales à CD, c'est- 
à-dire à P. Le couple P, Rj peut être remplacé, d'après 
le cas précédent, par le couple R, PJ situé dans le 

Fig. G3. 



P' 
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même plan que lui ; le couple Pj , R peut, de même, 
être remplacé par R^ , P' : le couple primitif est ainsi 
remplacé par les deux R, 1?[ et Rj , P' qui se réduisent 
évidemment à P', Pj par la suppression des forces R, 
Ri égales et directement opposées. 



65. Composition des couples. — Des couples en 
nombre quelconque peuvent être remplacés par un couple 
unique dont Vaxe est la somme géométrique des axes 
des couples composants. — Etablissons d'abord le théo- 
rème pour deux couples. 
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Deux couples quelconques, — Soient deux couples 
dont les axes sont les vecteurs H et K. Prenons d'abord 
le cas général où ces axes ne sont pas parallèles 
(Jig^ 64, I). Les plans des deux couples se coupent 
alors suivant une droite. Soient AA^ deux points pris 
sur cette droite. Nous pouvons modifier chacun des 
couples dans son plan, de façon à ramener le premier 
à deux forces P et Pj appliquées en A et Aj perpen- 

Fig. GA. 



ÇA R P 





diculairement à AA, et le deuxième à deux forces Q 
et Qi appliquées de même en A et A^ perpendicu- 
lairement à AAi . Les forces P et Q se composent en 
une force R, les forces Pj et Qi égales et opposées en 
une force Ri égale et opposée à R. L'ensemble des 
deux couples est donc remplacé par un couple unique 
R, Ri . Si l'on applique les axes des trois couples au 
point Al, les axes AJI et AïK sont les moments 
linéaires de P et Q par rapport au point Ai , l'axe AiG 
du couple résultant est le moment de R par rapport 
au même point. Mais, comme R est la résultante de P 
et Q, son moment AiG est la somme géométrique des 
moments AiH et AïK ; ce qui démontre le théorème. 

Appell et Chai'Puis. — Leçons, II. 



10 
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Cas particulier ou les axes des couples composants ont 
même direction, — Dans ce cas, les plans des deux 
couples sont parallèles ; mais, en transportant l'un des 
couples, on peut amener les deux couples à être dans 
le même plan. Dans ce plan on prend deux points AAj 
et l'on amène chaque couple à deux forces appliquées en 
A et Al perpendiculairement à AAj, le premier aux 
deux forces P et P^ , le deuxième aux deux forces Q 
et Qi . Si les axes AJI et A^K des deux couples com- 
posants ont même sens (^Jig- 64, II), les forces P et Q, 
Pi et Qi s'ajoutent, et l'on obtient un couple R = PH-Q, 
Ri = Pi H- Qi , dont l'axe \fi est la somme des deux 
axes AiH et A^K. Dans ce cas l'angle HAiK du cas 
général est nul. 

Si les axes des couples composants sont de sens con- 
traires, avec Ajll > A^K {Jig. 64, III), les forces P 
et Q d'une part, P^ et Q, de l'autre ont pour résul- 
tantes R = P — Q, Ri = Pi — Qi et l'on obtient un 
couple dont l'axe A^G est dirigé dans le sens AjH et 
égal àAiH — AïK; AjG est encore la somme géomé- 
trique de AiH et AjK, mais actuellement l'angle HAjK 
est égal à deux angles droits. 

Si les axes II et K des couples composants sont 
égaux et de sens contraires, les forces P et Q, Pj et Qj, 
appliquées aux points A et Aj , se détruisent; le couple 
résultant a ses forces R et Rj nulles ; son axe est nul ; il 
est encore la somme géométrique des axes composants. 

Composition de n couples. — Soient n couples 
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d'axes G^, G2, . . . , G„. On peut remplacer les deux pre- 
miers couples par un couple résultant dont Taxe H est la 
somme géométrique de Gj et G2, puis les couples H 
et G3 par un couple K dont l'axe est la somme géomé- 
trique de H et G3 c'est-à-dire de Gj, G2, G3 ; on conti- 
nuera ainsi et l'on obtiendra finalement un couple dont 
l'axe G est la somme géométrique de Gi, G2, . . . , G„. 

L'axe G du couple résultant est, d'après la théorie 
générale des moments linéaires, égal, on grandeur, direc- 
tion et sens, au moment linéaire résultant de toutes les 
forces constituant les couples par rapport à un point 
quelconque de l'espace. 

Si l'axe G du couple résultant est nul, ce couple lui- 
même est nul, et l'ensemble des couples donnés se réduit 
à rien, à l'aide des opérations élémentaires. 



g IV. ~ RÉDUCTION DES FORGES APPLIQUÉES A 
UN CORPS SOLIDE, A UNE FORCE ET A UN COUPLE. 



66. Théorème fondamental. — On peut, sans 
changer Vétat d'un corps solide, remplacer une force 
P, appliquée au corps, par une force égale, parallèle et 
de même sens, P', appliquée en un point quelconque O 
du corps et par un couple dont l'axe est le moment 
linéaire de P par rapport au point 0. 

En effet, le corps étant sollicité par la force P, pre- 
nons un point quelconque du corps et appliquons h 
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ce point une force P' égale et parallèle à P et de même 
sens que P et une force Pj égale et opposée (flg. 65) ; 
l'état du corps n'est pas changé. Les deux forces P et P^ 
forment un couple dont l'axe OU est le moment linéaire 

de P par rapport à 0. Nous 
voyons donc que la force P se 
trouve remplacée par la force P' 
et le couple PPi d'axe OH, 
perpendiculaire à P'. Le théo- 
rème est ainsi démontré. 

Réciproquement , Vensemble 
d'une force P' et d'un couple dont l'axe OH est per- 
pendiculaire à P' se réduit à une force unique P égale 
et parallèle à P^ de même sens que P', 

En effet, le plan du couple d'axe OH contient la force 
OP' : nous pouvons, sans modifier l'axe de ce couple, 
changer ses forces et son bras de levier de telle façon que 
SCS forces aient même intensité que P'. Nous pouvons 
ensuite faire tourner ce couple dans son plan, de façon 
u donner àime de ses forces la position Pj égale et direc- 
tement opposée à P' ; l'autre prenant une position 
P. Les forces P' et Pj se détruisent et il reste la seule 
force P, égale et parallèle à V\ de même sens que P', 
ayant OU pour- moment linéaire par rapport à 0. 

67. Réduction des forces. — Des forces en 
nombre quelconque, appliquées à un corps solide, peuvent 
toujours être ramenées à une force unique , égale à leur 
.somme géométrique, appliquée en un point 0, arbitrai- 
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renient choisi, et à un couple dont l'axe est leur moment 
résultant par rapport au point 0. 

Soient Fj, F2, . . . , F„ des forces appliquées à un 
solide. Choisissons un point arbitraire du corps. Nous 
pouvons remplacer F^ par une force OF'i, égale, paral- 
lèle et de même sens, appliquée en 0, et par un couple 
dont l'axe OGi est le moment linéaire de Fj par rap- 
port à ; nous pouvons de même remplacer les forces 
F2, . . . , F„ par des forces F'2) • • • > F'^ égales, parallèles 
et de môme sens appliquées en O et par des couples 
dont les axes OG2, . . . , 0G„ sont les moments 
linéaires de F2, . . . , F^^ par rapport à 0. 

Les forces concourantes F\, F'2, . . . , F'„ se com- 
posent en une R égale à la somme géométrique des forces 
données. Les couples d'axes 00^, OG2, . . . , 0G„ se 
composent en un seul dont l'axe OG, égal à la somme 
géométrique de OGi, OG2, . . . , 0G„, est le moment 
résultant des forces F^, F2, . . . , F„ par rapport au 
point 0. 

Le théorème est donc démontré. 

Comme le choix du point est arbitraire, il y a une 
infinité de manières de réduire ainsi les forces F^, F2, 
. . . , F„ à une force et à un couple. 

A chaque position de correspond une réduction 
par la méthode précédente. Quand le point varie, la 
force OR reste la même en grandeur, direction et sens, 
mais Taxe OG du couple change en général. 

68. Réduction des forces à deux. — On peut 
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toujours réduire des forces appliquées à un solide à 
deux forces, dont l'une passe par un point pris à 
volonté. 

Soit un point pris à volonté; nous pouvons 

réduire les forces à une force OR appliquée à et à 

Fi„ Qg un couple d'axe OG. Le 

couple est constitué par 
deux forces F et F', égales 

*" ^ et opposées, situées dans un 

I plan perpendiculaire à OG 

^"^!^:^^}/^ (<fi9* ^^)- Transportons ce 

R couple parallèlement à lui- 

même de façon que la force F vienne s'appliquer au 
point 0, Faulre prenant une position F'. Les forces 
concourantes OR et OF se composent en une force F'' 
et le système de forces considéré est réduit à deux 
forces F' et F^', dont l'une F'' passe par le point O^ 
arbitrairement choisi. 

Il faut remarquer que, le point étant choisi, les 
forces F' et F" ne sont pas entièrement déterminées et 
qu'il y a une infinité de façons de réduire le système 
à deux forces dont l'une passe par O. En effet, tout 
en laissant la force F appliquée en O, on peut faire 
tourner le couple FF' dans le plan perpendiculaire à 
OG en et, en même temps, modifier ses forces et 
son bras de le^icr, pourvu que son axe OG ne change 
pas. Ceschangemenls feront varier à la fois F' et F". 
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§ V. — CONDITIONS GÉNÉRALES D'ÉQLILIBRE D'UN 

SOLIDE LIBRE 



69. Équilibre. — Les forces appliquées à un solide 
étant réduites à une force OR et à un couple d'axe OG, 
pour que le corps soit en équilibre, il faut et il suffit 
que la force et le couple soient nuls. 

En effet, soient, comme dans le numéro précédent, 
F et F' les deux forces du couple, F étant appliquée 
au point 0. Les forces se réduisent alors à deux, la 
force F' du couple et la force F" résultante de F et R 
appliquée en 0. Pour que le corps soit en équilibre il 
faut que ces deux forces finales F' et F" se fassent 
équilibre, c'est-à-dire qu'elles soient égales et directe- 
ment opposées (n" 5i). Or, quand deux forces sont 
égales et directement opposées, la ligne d'action de 
l'une passe par le point d'application de l'autre: la 
ligne d'action de F' doit donc passer par O, et le mo- 
ment du couple F F' est nul^ puisque F est appliqué 
à 0. Donc déjà OG est nul. Le couple étant nul, les 
forces se réduisent à la seule force OR qui doit être 
nulle aussi pour que le corps soit en équilibre. 

Les conditions énoncées sont donc nécessaires. Elles 
sont évidemment suffisantes, car, si OR et OG sont 
nuls, les forces peuvent, par les opérations élémen- 
taires, être réduites à rien. 
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On peut dire aussi : pour F équilibre il faut et il suffit 
que la somme géométrique OR des forces et leur mo- 
ment résultant OG, relatifs à un point 0, soient nuls. 

Remarque. — D'après cela, si la somme géomé- 
trique et le moment résultant d'un système sont nuls 
par rapport à un point déterminé de l'espace, le système 
est en équilibre et les mêmes éléments sont nuls par 
rapport à tous les points de l'espace. 

70. Un couple n*a pas de résultante. — En 
effet, si un couple d'axe G, différent de zéro, pouvait 
être remplacé par une force unique OR, ce même couple 
serait tenu en équilibre par une force ORj, égale et 
directement opposée à OR. Mais, d'après les conditions 
générales d'équilibre, cela est impossible si l'axe du 
couple G n'est pas nul. 

71. La réduction d'un système de forces 
données à une force appliquée en un point O 
et à un couple n'est possible que d'une manière. 

— En effet, supposons que, par des procédés différents, 
on ait réduit un système de forces S d'abord à une 
force OR et à un couple d'axe OG, puis à une force 
OR' et à un couple d'axe OG'. Nous allons montrer 
que l'on a, en grandeur, direction et sens, 

OR'^OR, OG' = OG. 
Le système S pouvant être remplacé par la force 
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OR et le couple d'axe OG sera tenu en équilibre par 
la force — (OR)) égale et opposée à OR, et le couple 
d'axe — (OG), égal et opposé à OG. Comme, d'autre 
part, le système peut être remplacé par la force OR' 
et le couple OG', l'ensemble formé par les deux forces 
OR' et — (OR) et les deux couples OG' et — (OG) 
doit être en équilibre. Les forces (QR') et — (OR) se 
composent en une résultante OR, ; les couples OG' et 
— (OG) en un couple OG, . Puisque l'équilibre a 
lieu, on a 

ORj = o, OG, -= o. 

Donc OR' est égal et opposé à — (OR), c'est-à- 
dire égal à OR, en grandeur, direction et sens ; et OG' 
est égal et opposé à — (OG), c'est-à-dire égal à OG. 
Ce qui démontre le théorème. 

72. Conditions analytiques d'équilibre d'un 
solide libre. — Soient Ox, Oj, Oz trois axes rectan- 
gulaires; pour définir n forces F,, F2, . . . , F„ appli- 
quées au solide, appelons (X,, Y,, Z,), (X2, Yg, Zg). 
. . . , (X;,, Y„, Z„) les projections respectives de ces 
forces sur les trois axes et (L, , M, , N,), (L2, Mg, Ng), 
. . . , (L„, M„, N„) leurs moments respectifs par rap- 
port aux trois axes. 

Construisons la somme géométrique OR et le mo- 
ment résultant OG de ces forces par rapport au point 
et appelons X, Y, Z et L, M, IN les projections res- 
pectives de ces deux vecteurs sur les trois axes. On 
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aura, d'après la définition même de ces deux vecteurs, 

X = X^ -}— Xj — |— • . . — i— Xn f 

(OR) l \ = \\^Y^^. 

L = Lj -h La -h . 
(OG) { M = Mi-f-M.,H-. 

Pour qu'il y ail équilibre, il faut et il suffit que OR 
et OG soient nuls : donc il faut et il suffit que Ton ait 
les six équations 

(Équilibre) I '^ = ^' ^ = ^' ^ = ^' 

On peut énoncer ces six conditions, en disant : pour 
que des forces appliquées à un solide se fassent équi- 
libre, il faut et il suffît (sous les restrictions indiquées 
au début) que la somme de leurs projections sur chacun 
des trois axes de coordonnées soit nulle et que la somme 
de leurs moments par rapport à chacun de ces axes 
soit nulle. 

73. Cas particulier: équilibre de forces con- 
courantes. — Dans ce cas, on peut transporter les 
forces au point de concours et les réduire à une. Pour 
qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que la somme 
géométrique des forces soit nulle. Analyliqucment, en 
prenant le point de concours pour origine, on voit que 
L, M, N sont nuls d'eux-mêmes, et il suffit d'écrire 
les trois conditions 

X = o, Y = o, Z = o. 
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74. Équilibre de trois forces appliquées à un 
solide : I. Équilibre de trois forces concourantes. — 

Supposons un solide sollicité par trois forces concou- 
rant en 0. Nous pouvons toujours les transporter au 
point 0. Pour qu'elles se fassent équilibre, il faut et 
il suffit qu'elles vérifient les conditions d'équilibre indi- 
quées au n® 27. 

II. Équilibre de trois forces parallèles. — Prenons 
maintenant trois forces parallèles et cherchons les con- 
ditions d'équilibre. 

Sur les trois forces, deux auront le même sens que 
nous regarderons comme positif, la troisième le sens 
contraire. Nous regarderons les in- 
tensités Pi et P2 des deux premières 
comme positives {fig* 67) et l'inten- 
sité P3 de la troisième comme néga- 
tive. Pour l'équilibre il faut et il suffit 
que P3 soit égale et directement op- 
posée à la résullanle de Pj et P.2 . 

On en conclut que, pour que trois 
forces parallèles se fassent équilibre, il faut et il suffit . 

I® Que la force P3, qui est seule de son sens, soit 
égale en valeur absolue à la somme des deux autres : 

2** Qu'elle soit entre ces deux forces dans leur plan ; 

3" Que les segments dans lesquels la force P3 coupe 
une transversale aux trois forces soient inversement 
proportionnels aux forces Pj et P2 . 

On retrouverait facilement ces conditions, en expri- 
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mant que la somme géométrique des forces est nulle 
et que le moment résultant par rapport à un point 
de Pg est nul. 

III. Équilibre de trois forces quelconques. — 
Cherchons, enfin, les conditions d'équiHbre de trois 
forces quelconques P, Q, R, appliquées à un corps solide. 

Tout d'abord, pour qu'il y ait équilibre, il faut que 
les trois forces soient dans un même plan. En effet, 
prenons un point quelconque O sur la ligne d'action de 
R : il faut que la somme géométrique des moments 
linéaires des trois forces par rapport à soit nulle. Le 
moment de R étant nul de lui-même, il faut que les 
moments linéaires de P et Q soient égaux et opposés. 
Comme ces moments sont perpendiculaires aux plans 
-déterminés par et chacune des forces P et Q, ces 
deux plans doivent coïncider. Les deux forces P et Q 
sont donc dans un plan contenant le point O choisi 
<irbitrairement sur R : ce qui exige que les trois forces 
soient dans un même plan. 

Supposons cette première condition remplie, deux 
cas peuvent se présenter : 

Premier cas. — Deux des forces P et Q sont con- 
courantes ; on peut alors les composer en une seule R' ; 
pour qu'il y ait équilibre il faut et il suffît que la 
troisième force R soit égale» et directement opposée 
à R'. Donc, si deux des forces concourent, il faut et il 
suffît, pour l'équilibre, que les trois soient concourantes 
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et remplissent les conditions d'équilibre de trois forces 
concourantes que nous venons d'indiquer. 

Deuxième cas. — Les trois forces P, Q, R sont 
parallèles; elles devront alors remplir les conditions 
d'équilibre de trois forces parallèles, telles qu'elles 
viennent d'être données. 

En résumé, foixr que trois forces se fassent équilibre 
sur un solide, il faut quelles soient dans un même 
plan, que, dans ce plan, elles soient concourantes ou 
parallèles et remplissent, par suite, les conditions d'équi- 
libre de trois forces concourantes ou parallèles. 

75. Exemples de solides soumis à trois forces. 

— I. On considère, dans un plan 

vertical, une tige homogène pe- Fig. 68. 

santé AB pesant i^«, suspendue q q 

par deux fils verticaux Oj Ci, O2 

G2 dont les points d'attache Ci et 'T, 

C2 avec la barre sont à la même 

hauteur ÇJig- 68). Calculer les a c, Cj B 

tensions des deux fils, sachant 

que le milieu M de la barre est 

entre G^ et C2 à i4"" de G, et à 

ii^-^de G2. 

Les forces appliquées à la barre sont : i** les deux tensions 
Ti et T2 des deux fils tirant vers le haut ; a° son poids 
P = 1''^ tirant vers le bas et appfiqué en M. On a donc 

T, -4- T2 — ^^ I = o. 

II i4 20 
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Donc, en kilogrammes, 

Ti = — = o,4i, 

20 

To=-7r = o,56. 

20 

II. Étant donnée une coupe ayant la forme d*une demi- 
splière dont le grand cercle limite est horizontal, on place 
dans cette coupe une tige homogène pesante AB dont une 
extrémité A peut glisser sans frottement sur le fond, tandis 
que la tige s'appuie contre le hord de la coupe sur lequel elle 
peut glisser sans frottement. Trouver les positions d'équi- 
libre. 

La tige est soumise a trois forces (Jig- 69): 1° le poids P 

appliqué en son milieu M; 
2° la réaction normale N de la 
surface sphérique sur l'extré- 
mité A ; 3° la réaction Q du 
bord sur la tige ; cette der- 
nière force est appliquée au 
point C de la tige qui touche 
le bord ; elle est normale à 
la tige, car celle-ci peut glis- 
ser sans frottement sur le 
bord. 

Pour qu'il y ait équilibre, 
il faut que ces trois forces soient dans un même plan. 
Ce plan est nécessairement vertical, car il contient le poids 
P, et il passe par le centre de l'hémisphère, car il con- 
tient la réaction N dirigée suivant le rayon AO. La posi- 
tion d'équilibre cherchée est donc dans un plan vertical 
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passant par 0. Nous prendrons ce plan pour plan de la 
figure G9. 

Appelons a l'angle DCA de la lige avec le diamètre 
horizontal CD, 3/ la longueur AB de la lige. R le rayon 
de la coupe. Les trois forces P, N, Q doivent être con- 
courantes. 

Soit I le point de rencontre de Q et N : en exprimant 
que la projection de CI sur CD est égale à celle de CM, 
on a, pour déterminer a; = cosa, Téqualion 

l\ Rx* -^Ix — 2R = 0. 

Discussion. — Pour qu'une racine x convienne, il 
faut : 1** qu'elle soit réelle ; 2° qu'elle soit positive ; 3° qu'elle 
soit moindre que i, car x est le cosinus d'un angle aigu. 

Une fois x trouvé, on connaît a, et il faut placer la barre 
de façon que l'angle ACD = ol. Mais, pour cela, il faut 
que AC 5< AB, c'est-à-dire 

2R cos a <C 2/, cos X <C y.- » ^ ^ ir ' 

Pour que le problème soit possible, il faut et il sudît que 

Il y a alors une solution. 

76. Autre cas particulier ; équilibre de forces 
situées dans un même plan. — Soit un corps solide 
sollicité par des forces Fj, F2, . . . , F„ situées dans un- 
plan fixe que nous prenons pour plan des xy. Dans ce 



l6o CHAPITRE III. STATIQUE DES CORPS SOLIDES 

cas, la somme géométrique des forces OR est évidem- 
ment dans ce plan, et leur moment résultant OG est 
normal au plan. 

Au point de vue analytique, en employant les mêmes 
notations que dans le cas général, on voit que les pro- 
jections Zj, Z2, . . . , Z„ des composantes sur Oz sont 
toutes nulles; de même les moments Lj, L2, . . . , L„, 
Mj, Mj, . . . , M„ des composantes par rapport aux 
axes Ox et Oy sont nuls, puisque toutes les forces sont 
dans un même plan avec chacun de ces axes. Les 
quantités Z, L, M sont donc nulles d^elles-mêmes. 

Sur les six conditions du cas général on voit que 
trois sont remplies d'elles-mêmes ; et il restera à écrire 
les trois conditions 

Xj -f- X2 -h • • • -h X„ = o, 
Yj -f- Y2 -h • • • H- Y„ = o, 

Ni-hlNo-h • • • -l-N„ = o. 

La somme des projections des forces sur chacun des 
axes Ox et Oy situés dans le plan des forces doit être 
nulle; et la somme de leurs moments par rapport à 
l'axe Oz perpendiculaire à ce plan doit être nulle, 

77. Dernier cas particulier : forces paral- 
lèles. — Prenons un axe Oz parallèle à la direction 
commune des forces et deux axes Ox et Oy formant 
avec Oz un trièdre trirectangle. Appelons Pj, Pj, . . . , 
P„ les valeurs algébriques des forces parallèles estimées 
positivement dans le sens Oz. 
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Les projections des forces surOjc etOy étant nulles, 
les quantités X et Y sont nulles d'elles-mêmes. 

Les forces étant toutes parallèles à Oz leurs moments 
Nj, N2, . . . , N„ par rapport à Oz sont nuls et la quan- 
tité N est nulle d'elle-même. Il reste donc à exprimer 
que la somme des projections des forces sur Oz est 
nulle 



Pi 



(i) PiH-P2H hP„ = o 

et que la somme des moments des forces par rapport à 
chacun des axes Ox et Oy est nulle. 

Moments par rapport à Ox. — Soient a?i, y^, Zj 
les coordonnées du point 
d'application de la force Pj : 
calculons le moment de Pj 
par rapport à Ox. Pour cela 
il faut projeter Pj sur le 
plan yOz perpendiculaire 
à Ox (^Jig. 70), ce qui 
donne une force identique 
à Pj, et multiplier cette pro- 
jection par sa distance au 
point qui est iyj. Le moment de Pj est donc 
± Piji ; mais, d'après les conventions faites sur le 
signe d'un moment, ce moment est 

p. y. 

en grandeur et signe. 

C'est ce qu'il suffit de vérifier dans les différents cas 
Appell et Ghappuis. — Leçons, II. 11 
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de Ggure. Ainsi, quand Pj el V| sont positifs, un mobile 
suivant la force P|, de l'origine vers rexlrémilé, tourne, 
autour de Ox, dans le sens positif, le moment de Pj 
est positif et P, y» est positif. 11 en est de même si Pj 
et Vj sont négatifs. Si, au contraire, un seul des facteurs 
P, ou V| est négatif, on voit géométriquement que le 
moment de P, est négatif, et P, y, est négatif. 

La règle est ainsi démontrée : le moment L, de P, 
l>ar rapport à Ox est P, Yi : de même 

Léi = 1 2 y** • • • » ^m ^^^ *m yi*- 

En prenant les moments des mêmes forces par rap- 
port à Oy on voit, par un raisonnement analogue, que 
ces moments sont 

Ml = "i Xi^ M.} = "2 ^2» . . .- , M,! = 1 nX,,. 

Les deux dernières conditions d'équilibre sont donc 

.. { Pi^i -1-1*2^:2 -4-- •• -f-P„a:„=o, 

l l'i ri -+- 1^ Xi H hP„y„ = o. 

Les trois équalions (i) ot (2) sont les conditions 
nécessaires et siifTisantcs de l'équilibre d'un système de 
forces parallèles à ():. 

78. Exemple* — Imaginons une table circulaire, avec 
trois pieds verticaux A,B,, A2B2, A3B3 (^Jig, 71) reposant 
sur un parquet horizon tal; on suppose que les extrémités 
des pieds forment un triangle équilatéral et que le centre 
de la table coïncide avec le point de rencontre G des 
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médianes du triangle B1B2B3. On connaît la longueur m 
de la médiane BjE, 

m = 50*"", 
le poids 

de la table, appliqué en C ; on place sur la table un poids 
sphérique homogène 

dans une position telle que la verticale du centre de ce poids 
rencontre la médiane Bj E en un point D placé à une dis- 
tance ED=:rr du point E. Cal- 
culer les réactions du sol sur 
les trois pieds. 

Prenons comme origine le 
milieu du côté A2A3, comme 
axe Oz Irf verticale ascendante 
OE ; comme axe Ox la mé- 
diane OAi, enfin comme axe 
Oy le côté A2A3. Appelons Pi, 
P2, P3 les valeurs absolues des 
réactions verticales du sol sur ^ 
les trois pieds Ai, A2, A3. Si nous convenons de regarder 
comme positives les forces tirant vers le iiaut et comme 
négatives les forces tirant vers le bas, on voit que la table 
est sollicitée par cinq forces parallèles 

P„ P2, P3. — />, —P. 

Eh écrivant que la somme algébrique de ces forces est 
nulle, on a 




(3) 
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En écrivant que la somme des moments par rapport à 
Ox est nulle, on a 

(4) aPa — aP, = o, 

où a désigne la moitié du côté A^Aj : en effet, les trois 
forces autres que P2 et P3 rencontrent Ox et ont leurs 
moments nuls. En écrivant de môme que la somme des 
moments des forces par rapport à Oy est nulle, on a, puisque 
EG est le tiers de la médiane, 

(5) yp-f-xP — mPi=o, 

car les moments des forces P2 et P3 sont nuls par rapport 
à Oy. 

En résolvant le système des trois équations (3), (4) et 
(5) par rapport à Pj, P.2, P3, on a 

o m 

l\ = P, = ^p-h'(i--)v. 

6 2 \ my 

Si l'on prend, pour /), P, m, les valeurs numériques 
données plus haut, on a, en kilogrammes, 

/ 

(^) i X 

10 

Discussion. — Ces formules donnent pour Pi,P2, P:» 
des valeurs positives tant que le poids additionnel P de lo**'^ 
rencontre la table en un point D placé entre E et Bi. Sup- 
posons qu'on fasse glisser le poids pour Tamener au delà 
de Bi, tout en le laissant sur le prolongement de la médiane 
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EBi. Alors X est plus grand que 60*"" ; P2 et P3 restent posi- 
tifs tant que 

a? <C 60 ; 

pour X = 60*'™, P2 et P3 s'annulent. Si 

X >> 60, 

P2 et P3 deviennent négatifs. Cela signifie que, pour main- 
tenir alors l'équilibre, il faudrait que le parquet retienne 
les pieds A2 et A3 de façon à les tirer vers le bas et à les 
empêcher de se soulever. Mais, comme le parquet ne peut 
exercer aucune action de ce genre, les pieds A 2 et A3 se 
soulèvent et la table bascule. 

On trouverait un résultat analogue en déplaçant le poids 
additionnel P le long de la médiane au delà de E dans le 
sens BiE. Alors x deviendrait négatif. La force Pi resterait 
positive tant que xy>'- — 5*"" ; pour 

xz=i — 5 

elle serait nulle, et enfin pour 

a:< — 5 

elle serait négative. Dans cette dernière hypothèse l'équi- 
libre serait impossible et la table basculerait autour de 
A2A3, le pied Aj quittant le sol. 



î^ VI. — ÉQUIVALENCE DE DEUX SYSTÈMES DE FORCES 

APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE 

CAS PARTICULIERS DE LA RÉDUCTION 

7g. Conditions d'équivalence de deux sys- 
tèmes de forces appliquées à un corps solide. 

— Imaginons deux systèmes de forces S et S' appli- 
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quées successivement à un même corps solide ; le pre- 
mier S étant formé de n forces Fj, F2, . . . , F„, le 
deuxième S' de n' forces F,', Fg, . . . , F^. . 

On dit que les deux systèmes sont équivalents quand 
on peut les remplacer l'un par l'autre sans changer 
Vétut du corps solide. 

Après avoir choisi un point O, on pourra réduire 
le premier système à une force OR appliquée en et 
à un couple d'axe OG ; on pourra de même réduire le 
second à une force OR' et à un couple OG'. 

On a alors le théorème suivant : 

Pour que les deux systèmes de forces S et S' soient 
équivalents y il faut et il suffit que Von ait, en grandeur y 
direction et sens, 

OK' = OR, OG' = OG, 

c'est-à-dire que les deux systèmes aient même somme 
géométrique et même moment résultant par rapport à 
un point 0. 

I® La condition est nécessaire. — En effet, si les 
deux systèmes sont équivalents, la force OR' et le 
couple OG' doivent être tenus en équilibre par une 
force — (OR) égale et opposée à OR et par un couple 
d'axe — (OG) égal et oppose à OG. Alors, comme au 
n° 7 1 , la résultante de OR' et de — (OR) et le couple 
résultant des couples d'axes OG' et — (OG) doivent 
être nuls. Donc OR' est égal et opposé à — (OR), 
c'est-à-dire identique à OR ; OG' est égal et opposé h 
— (OG), c'est-à-dire identique à OG. 
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1^ La condition est suffisante, car, si clic est rem- 
plie, les deux systèmes peuvent être réduits à la même 
force OR et au même couple OG. . 

80. Cas particuliers de la réduction. — Cher- 
chons, en particulier, quelles sont les conditions pour 
qu'un système de forces S soit équivalent à un couple 
unique ou à une force unique. 

1° Pour quun système soit équivalent à un couple 
unique, il faut et il suffit que la somme géométrique des 
forces soit nulle. 

Cette condition est nécessaire, car dans un couple la 
somme géométrique des deux forces est nulle ; elle est 
évidemment suffisante, car, OR étant nul, les forces se 
réduisent à un couple d'axe OG. 

2° Pour quun système de forces soit équivalent à 
une force unique, il faut et il suffit que la som?ne géo- 
métrique des forces ne soit pas nulle et que le moment 
résultant soit perpendiculaire à la direction de cette 
somme. 

La condition est nécessaire : en effet, soit un sys- 
tème de forces S équivalent à une force unique R^ Le 
système S a même somme géométrique et même 
moment résultant que la seule force R'. Donc, la 
somme géométrique OR de ce système est égale et 
parallèle à R', et le moment résultant OG de ce système 
est identique au moment linéaire de R' ; mais ce 
moment linéaire OG est perpendiculaire à R', c'est-à- 
dire à sa parallèle OR. 



Fig. 72, 
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La condition est suJQBsante. Soit un système dans 
lequel le moment résultant OG est perpendiculaire à 

la somme géométrique OR : il 
faut montrer que ce système 
est équivalent à une force uni- 
que, parallèle à OR. En effet, 
le système se réduit alors à une 
force OR et à un couple dont 
l'axe OG est perpendiculaire 
à OR. Or cet ensemble se 
réduit à une force unique R' parallèle à OR située 
dans le plan mené par perpendiculairement à OG 
(no 66). 

81. Résumé. — Soit un système de forces tel 
qu'en faisant la réduction en un point on trouve 
une force R appliquée en et un couple d'axe G ; 
appelons (R, G) l'angle de ces deux vecteurs. On peut 
résumer la discussion dans le tableau suivant : 




RGcos(R,G) ^o. 



RG cos (R, G) = o. 



Système équivalent à deux forces 
non situées dans un même plan ; 
équivalent aussi à une force et à un 
couple. 

1° R ^ o. ' Système équivalent 
( à une force unique. 

2° R = O. [ Système équivalen l 
G 7^ o. ( à un couple unique. 

3° R =: o, ( Système équivalent 
G = o. ( à zéro. Équilibre, 
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82.. Application : Forces dans un plan. — 

Considérons des forces situées toutes dans un niêm(i 
plan xOy, leur somme géométrique OR est évidem- 
ment dans ce plan et leur moment résultant OG normal 
au plan. Donc, si OR n'est pas nul, les forces sont 
équivalentes à une force unique située dans le plan. 
Cette force unique est égale et parallèle à R : on déter- 
minera sa position en écrivant que son moment par 
rapporta est OG. 

Si OR = 0, les forces sont équivalentes à un couple 
situé dans le plan. 

Si OR = G, OG 1=0, elles se font équilibre. 

Exemples. — 1° Prenons dans le plan des xy un 
polygone quelconque et appliquons au milieu de chacun 

de ses côtés et perpendiculaire- 
ment à sa direction une force 
proportionnelle à sa longueur 
et dirigée vers l'extérieur du 
polygone ; ces forces se font 
équilibre. Nous allons établir 
géométriquement cette pro- 
position. Démontrons-la tout 
d'abord pour un triangle ABC 
Les trois forces A'(K.BG). B'(K.AC), G^K.AB) sont 
concourantes comme étant perpendiculaires aux milieux des^ 
côtés du triangle ; de plus, chacune de ces forces est à 
l'extérieur de l'angle des deux autres et proportionnelle au 
sinus de cet angle ; ces trois forces se font donc équilibre- 

(h- 73). 

Passons maintenant au cas d'un polygone quelconque. 
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A Taide de diagonales issues d*un sommet, partageons-lc 
en triangles. Perpendiculairement aux côtés de chacun des 
triangles ainsi déterminés et en leurs milieux appliquons 
une série de forces proportionnelles à ces côtés et dirigées 
vers l'extérieur du triangle correspondant. D*aprcs ce qui 
vient d'être dit, ce système de forces est en équilibre : or, 
au milieu de chaque diagonale sont appliquées deux forces 
égales et opposées ; on peut donc les supprimer sans trou- 
bler l'équilibre, et le polygone reste en équilibre sous l'ac- 

Fig. 7^. 





lion des forces appliquées normalement à ses côtés; la pro- 
position est donc démontrée. 

2*» Soit donné un polygone plan ABCDE (Jîg. 74) sur 
lequel nous choisissons un sens de circulation ; appliquons 
h chaque sommet de ce polygone une force dirigée dans le 
sens du côté qui y aboutit et proportionnelle à sa longueur. 
Si le polygone est convexe, ces forces se réduisent à un 
couple. En effet, la somme des projections de ces forces sur 
un axe quelconque est nulle, comme égale à K fois la pro- 
jection du contour fermé ABCDEV. De plus, la somme 
des moments par rapport à un point quelconque du plan 
du polygone n'est pas nulle ; en effet, c'est 

N = dz 2K(surr. OAB + surf. OBG -h • • 0» 
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c'est-à-dire 

N = ±:2K(surf. ABCDE). 

Il ne peut donc pas y avoir équilibre. 

Si le polygone est concave, il n'en est plus de môme : 
prenons, en effet, le polygone A'B'C'D' ; la somme des 
moments par rapport à un point du plan sera, en ayant 
égard à leurs signes, 

N = zh 2K(surf. D'IC' — surf. B'LV) ; 

il y aura donc équilibre si les deux triangles DlC, B'IA^ 
sont équivalents. 

83. Forces parallèles. — Imaginons un corps 
solide sollicité par des forces parallèles. Si l'on appelle 
Pj, Pg,.-) Pn les valeurs algébriques des forces paral- 
lèles, ces forces ont une somme géométrique OR qui 
leur est parallèle et dont la valeur algébrique P est 
donnée par 

P-P,4-P,-h...-+-P„ = 2P,. 

Le moment résultant OG des forces par rapport au 
point est perpendiculaire à la direction commune 
de ces forces, car le moment linéaire de chaque force 
est perpendiculaire à cette direction. Donc OG est ac- 
tuellement perpendiculaire sur OR. On a par suite les 
conclusions suivantes : 

I** Si P 7^ o, les forces admettent une résultante 
égale à P appliquée au centre des forces parallèles, 
comme nous l'avons vu directement. 
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2** Si P = o, avec OG ^ o, les forces se réduisent 
a un couple d'axe OG . Les forces tiiant dans un sens 
ont une résultante P' appliquée en G' (n^ 58) ; les forces 
tirant en sens contraire une résultante P" = — P' égale 
et opposée appliquée en un point C'^ : on a ainsi un 

couple. 

3° Si P = o, OG = o, il y a équilibre : la droite 
G' G" est parallèle à la direction commune des forces et 
les deux forces P' et P' = — P' sont égales et direc- 
tement opposées. 

EXERGIGES SLR LE GHAPITRE III 

1. Une plaque matérielle ioBniment mince ayant la forme 
d*un triangle équilatéral est placée dans l'intérieur d'une sphère 
Gxe parfaitement polie, de telle façon que ses trois sommets 
A, B, G puissent glisser -sans frottement sur la surface de la 
sphère. 

Trouver les positions d*équilibre. 

Réponse. — La plaque est sollicitée par quatre forces, le 
|)oids P appliqué au point de concours des médianes du triangle» 
les trois réactions normales appliquées aux trois sommets. Ces 
trois forces étant concourantes au centre O de la sphère, le poids 
P doit également passer par le centre. Dans la position d'équi- 
libre la plaque est horizontale. 

2. Même question en prenant une plaque homogène ayant la 
forme d'un polygone régulier quelconque. 

3. On considère, dans un plah vertical, une droite verticale 
fixe Ox et une plaque ayant la forme d'un triangle équilatéral 
homogène d'épaisseur négligeable ABC. Celte plaque est atta- 
chée au point Bxe O par un fil OM fixé au milieu M du côté AB, 
et son sommet A glisse sans frottement sur Ox. 
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Trouver les positions d'équilibre du triangle, en négligeant le 
poids du fil OM. 

Réponse. — Le triangle est soumis à trois forces : 

i^ Le poids P appliqué au point de concours des médianes; 

a<> La tension T du fil dirigée suivant MO ; 

3° La réaction normale N de la droite Ou; appliquée au som- 
met A. 

Ces trois forces doivent être concourantes dans Téquilibre. 

Il peut exister deux espèces de positions d'équilibre : dans 
Tune le côté AB est normal à Oo; ; dans l'autre il est oblique sur 
Oj?. Quand il existe une position d'équilibre de la seconde espèce, 
l'angle correspondant 6 du fil avec Oj? est donné par 

lange =i!^. 

On peut trouver les positions d'équilibre en cherchant pour 
quelles positions du triangle le centre de gravité du triangle est à 
une hauteur maximum ou minimum. 

4. On considère un parallélogramme rigide ABGD et l'on ap- 
plique à ce parallélogramme quatre forces représentées en gran- 
deur et sens par les quatre côtés AB, CD, AD, CB. 

Montrer que ces quatre forces se font équilibre. 

5. Trouver le centre de gravité d'une couche homogène com- 
prise entre une sphère de centre O et une sphère intérieure do 
centre O'. 

Soient V et V les volumes des deux sphères; le poids de la 
couche peut être considéré comme la différence des poids des deux 
sphères. Il suffira donc d'appliquer aux points O et O' des forces 
parallèles P et P', l'une descendante, l'autre ascendante, choisies 
de telle façon que 

_?. = Z. 

P' V 

et de déterminer le centre de ces deux forces parallèles. 

6. Une barre homogène pesante AB est située dans un plan 
vertical fixe; elle peut glisser sans frottement sur un point fixe O 



i 
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cl ,0.1 citrcmil.'. A glisse sans frottement sur une droite vetW 

fixe l> (lu plan. 
Trouver la iiosilion d'équilibre. , 

Réponse. - Les forces agissant sur la barre son le po"" 

annliqué au ...iliou M de AB, la réaction Q du point nora* 
«la b'irro. la réaction N de la droite D appliquée en A nom*- 

lih»nl à J). . 1 . M nia 

En appelant a l'angle do la barre avec D, 2/ sa longueur eUU 
ilhlaiico (le O à D, on trouve que, dans l'équilibre, 



fin'* a = — 



1 



On trouve la môme équation en cherchant pour quelle valeur 
dr a la hauteur du ecntrc de gravité M est maximum ou miDi- 



iiiiini, 



«iroi 



7. Mrmc problème que le précédent, en supposant que la 
le J) soit Jiorizontale au lieu d'être verticale. 



i S. Vue barre homo',-«'ne j)esantc AB située dans un plan verti- 

.; cal glisse sans frottement sur un point fixe du plan, tandis 

' que son extrémité A glisse sans frottement sur une courbe don- 

. née (J située dans le j)lan. ^ . 

■ (^)iien(î doit être cette courbe pour que la droite soit en équi- 

J libre dajis tontes les positions qu'elle peut prendre ? 

Réponse. — Il faut et il sufïit que, dans toutes les positions que 
la droite ])eut prendra, son centre de gravite M (milieu de AB) 
reste à la nu'mo hauteur, c'est-à-dire décrive une droite horizon- 
tal© 1). La courbe (J s'obtient alors en traçant une horizontale D, 
en joignant () à un point quelconque M de cette droite et en 
prenant sur OAf une longueur MA égale à la demi-longueur de 
la droite. 

Le lieu du ])oint A est la coarbo cherchée C; celte courbe 
s 'appelle conchoïde . 

Dans chacune des positions do la droite AB, la normale à la 
concho'ido- en A, la perpendiculaire à la droite en O et la verti- 
cale du point milieu JM sont concourantes, puisque la barre est 
toujours en équilibre. 



^ 



r 



9- Positions d'cifBÎtiljiv ë'uat men Jimunçiatf itssmutt \^ 
dont une extréaiîW- A «a ■tteib'^ à m. itiihi: hi.i "j* . ^ar ul ii. 
AO inextensible et «kk marc. -ta. oiikc rmnXft fraranm Ù zr^^saM 
sans frottement «;ar -m jàazi ^mrâBauaL iaf arat «HAeauu» i» •> 

10. Si plosiean itCEXs aqi^àSiquiiet t m. r.:ir|» <H:i3iif -«< ira: 
équilibre ou $e rèàaâaeuï k im csfi^^ j» -ntii?^ x çrk*\lâ ôc 
masses égaler f4Kit«» aox c^lrabJtu» îk sss- i:rx> r.jicûie 4«^- 
le centre de ^raviiê ^ imw; ?^ ^*^aj£» jûacè;» &=x pjLii:» d'A^^»*::* 
cation. 

Réponse. — Ce tbwrflBf réfialôS' ie «e ^œ U ^'^conae J<:> 
|H^jections deè foroa «or r^ana. ie» tr:^ ax«s e»: ciuUe. 

1 1 . Centre d'un systièBe de forces sitaêes dans on 
plan et admettant me résiiltaaie. — Soîl une fisurv plan« 
A|A2...Aa, de forme ui«ariaUe. aux diflenints points de laquelle 
sont appliquées des toron F|, F^,..-. Fi. situées dans le |4an de 
la figure et admettant uoe résallante R. Dêplao^os la figure pUnc 
dans son plan, en sapp»anl que le» forces F|, F^...*. F^ ro>> 
tont appliquées aux oofêtiies points A|. A^,..., A, de la figxiro mo- 
bile et conservent chacune une grandeur et une direction coiw 
stantes. 

Démontrer que la résultante R est également cousUnto on 
grandeur et direction et passe par un point fixe C. iiivariablomont 
lie à la figure mobile. Ce point est appelé par Môbius ceniri" iics 
forces F|, Fj,..., F„. 

Réponse. — On démontrera d'abord le Ihéoriniie |Hiur do\i\ 
forces, pub pour trois, ... et ainsi do suite. 

13. Dans le second problème du n" 7Ô, éi|uilibre d'uno barrt' 
pesante dans une coupe, vérifier que la valeur de a qui corrcs 
pond à réquilibre est la valeur de a pour laquelle la hautour du 
centre de gravité M de la barre est maximum ou minimum. 

Appelons z la dislance EM du centre do gravité do la Imrro h 
rhorizonlale CD : quand on fait varior l'angli» a d'uno frtv«>«> 
quelconque, : varie en fonction de a. On trouve, (piol <i»io soit a. 

z = CM sin a = (2 R cos a — **"' *• 

On trouvera les positions d'équilibre en rlicrclianl Irs vahtir» 
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et son extrémité A glisse sans frottement sur une droite verticale 
fixe D du plan. 

Trouver la position d'équilibre. 

Réponse. — Les forces agissant sur la barre sont le poids P 
appliqué au milieu M de AB, la réaction Q du point O normale 
h la barre» la réaction N de la droite D appliquée en A normale- 
ment à D. 

En appelant a Tangle de la barre avec D, a / sa longueur et a la 
distance de O à D, on trouve que, dans l'équilibre, 



.3 



a 



gin-* a = — . 
/ 

On trouve la même équation en cherchant pour quelle valeur 
de a la hauteur du centre de gravité M est maximum ou mini- 
mum. 

7. Môme problème que le précédent, en supposant que la 
droite D soit horizontale au lieu d'être verticale. 

8. Une barre homogène pesante AB située dans un plan verti- 
cal glisse sans frottement sur un point fixe O du plan, tandis 
que son extrémité A glisse sans frottement sur une courbe don- 
née C située dans le plan. 

Quelle doit être cette courbe pour que la droite soit en équi- 
libre dans toutes les positions qu'elle peut prendre P 

Réponse. — Il faut et il suiBtque, dans toutes les positions que 
la droite peut prendre, son centre de gravité M (milieu de AB) 
reste à la même hauteur, c'est-à-dire décrive une droite horizon* 
taie D. La courbe G s'obtient alors en traçant une horizontale D, 
en joignant O à un 2>oint quelconque M de cette droite et en 
prenant sur OM une longueur MA égale à la demi-longiieur de 
la droite. 

Le lieu du point A est la courbe cherchée G ; celte courbe 
s'appelle conchotde. 

Dans chacune des positions de la droite AB, la normale à la 
conchoïde* en A, la perpendiculaire à la droite en O et la verti- 
cale du point milieu M sont concourantes, puisque la barre est 
toujours en équilibre. 
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9. Posilions d'équilibre d'une barre bomogcne pesante AB 
dont une extrémité A est attachée à un point fixe 0, par un fil 
AO inextensible et sans masse, et dont Tautre extrémité B glisse 
sans frottement sur un plan horizontal Gxe situé au-dessous de O. 

10. Si plusieurs forces appliquées à un corps solide se font 
équilibre ou se réduisent à un couple, le centre de gravité de 
masses égales placées aux extrémités de ces forces coïncide avec 
le centre de gravité de masses égales placées aux points d'appli- 
cation. 

Réponse. — Ce théortJTne résulte de ce que la somme des 
projections des forces sur chacun des trois axes est nulle. 

1 1 . Centre d'un système de forces situées dans un 
plan et admettant une résultante. -:— Soit une figure plane 
A^A2...An* de forme invariable, aux dilTercnts points de laquelle 
sont appliquées des forces F^, F2,..., Fn* situées dans le plan de 
la figure et admettant une résultante U. Déplaçons la figure plane 
dans son plan, en supposant que les forces F^, F2,...» F» res- 
tent appliquées aux mêmes points A^ , A2>.>.> A» de la figure mo- 
bile et conservent chacune une grandeur et une direction con- 
stantes. 

Démontrer que la résultante R est également constante en 
grandeur et direction et passe par un point fixe G, invariablement 
lié à la figure mobile. Ce point est appelé par Môbius centre des 
forces F^, F2,..., Fn- 

Réponse. — On démontrera d'abord le théorème pour deux 
forces, puis pour trois, ... et ainsi de suite. 

13. Dans le second problème du n° 75, équilibre d'une barre 
pesante dans une coupe, vérifier que la valeur de a qui corres- 
pond à l'équilibre est la valeur de a pour laquelle la hauteur du 
centre de gravité M de la barre est maximum ou minimum. 

Appelons z la distance £M du centre de gravité de la barre à 
l'horizontale CD : quand on faijt varier l'angle a d'une façon 
quelconque, r varie en fonction de a. On trouve, quel que soit a, 

z = CM sin a = (2 R cos a — l) sin a. 
On trouvera les positions d'équilibre en cherchant les valeurs 
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•de a rendant z maximum ou minimum. II faul pour cela égaler 
è zéro la dérivée de z par rapport à a, ce qui donne précisément 
l'équation d'équilibre. 

i3. Soient deux plans rectangulaires se coupant suivant une 

droite horizontale ; une barre 
homogène pesante est placée 
de telle façon qu*une de ses 
extrémités A glisse sans frot- 
tement sur Tun des plans et 
Tautre B sur le second plan : 
on demande les positions 
d'équilibre de cette barre. 

Réponse. — La barre doit 
être dans un plan perpendi- 
culaire à l'intersection des 
deux plans : dans ce plan les 
normales aux deux plans en A et B et le poids M P de la barre 
doivent concourir. On vérifiera que, dans l'équilibre, la verticale 
du milieu M de la barre rencontre l'intersection des deux plans. 

\!\' Soit un solide sollicité par des forces parallèles dont les 
tines P^, p2, ..., Pm tirent dans un sens, les autres Pm+^i •••! Pn en 
«ens contraire (n<> 67). 

\^ Calculer les coordonnées des centres des forces parallèles C et 
C correspondant à ces deux groupes de forces. 

2® En déduire les conditions d'équilibre du n» 77. 

3<> En déduire les conditions de l'équilibre astatique. 

Réponse. — i® Appelant comme dans le texte (n® 57) P' et 
V les sommes des deux groupes de forces on a pour les coordon- 
nées x , y , z de C 

' *^ \ ^\ ~T~ ' ' ' ~T~ "m «^oi 

P' 

€t pour les coordonnées x", y'^ z" de C 



X 



P' 



» • 



2" Pour qu'il y ait équilibre il faut d'abord P'-f-P' = o,P''= — P • 
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Alors, en retranchant x" de x\ on a 



X -^ X = — ^ 



de même 



y» y' = P< .y« ~^~ • • • "^~ °» .'^» 

J J p, 

^» ,' t^^ ^1 -f" • ' » ~f" * " >n 

^ «w^^ ^ — ^. ^.«^«»^». — ....._^^.^^.^^— «^.— ^ 

P' 

En général les forces se réduisent alors à un couple P', — P' dont 
les deux forces sont appliquées aux points G', G'. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffît que G' G"" ail la 
direction commune des forces. 

Supposons, comme au n** 77, les forces parallèles à Oj, il faut 
alors et il suffît, pour l'équilibre, x' = x', y' ==/, 
c'est-à-dire 

P, 07, + . . . H- P„ d?„ = o, P| r< + • • • H- Pn ^« = o- 

Ge sont les conditions trouvées. 

3<> L'équilibre est asiatique quand il a lieu quelle que soit lu 
direction commune des forces. Pour cela il faut et il suffît que les 
points G' et G' coïncident, c'est-à-dire que les trois différences 
x' — x\ y — y\ z — z' soient nulles. 

Dans ce dernier cas les coordonnées du centre des forces paral- 
lèles définies par les formules (i3) du n® 67 so/if indéterminées. 
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CHAPITRE IV 

ÉQUILIBRE DES CORPS SOLIDES NON 
LIBRES. MACHINES SIMPLES 



§ I. — CONDITIONS D'ÉQUILIBRE 

84. Méthode. — La méthode générale que nous 
emploierons consiste à regarder les corps comme 
libres, en introduisant comme inconnues auxiliaires 
les réactions provenant des liaisons qui leur sont im- 
posées, réactions que Ton nomme forces de liaison, 

85. Corps solide ayant un point fixe. — Ima- 
ginons un solide ayant un point fixe, autour duquel 
il peut tourner librement. Désignons par Fj, F^j • • •> F« 
les forces qui agissent sur ce solide. Un tel corps est ce 
qu'on peut appeler levier dans le sens le plus général 
du mot. ]Sous chercbons donc les conditions d'équi- 
libre d'un levier. 

Le corps solide exerce sur le point fixe une pression 
R(y?^. 76); en vertu du principe de Tégalitc de l'action 
et de la réaction, le point fixe exerce sur le corps une 
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Fig. 7<î- 




réaction Q égale et directement opposée à R, de sorte 
que le corps solide peut être considéré comme libre 
sous Faction des forces F,, Fg, . . . , F„, Q. Si le corps 
est en équilibre, c'est que les n premières forces ont 
une résultante unique, égale et directement opposée à 
Q; la condition d'é- 
quilibre est donc que 
les forces données 
aient une résultante 
unique passant par le 
point fixe. Cette con- 
dition est suffisante, 
car, si Ton remplace 
les forces appliquées 
au corps par cette résultante, celle-ci est détruite par 
la résistance du point fixe qui développe une réaction 
égale et directement opposée. Dans ce raisonnement, 
on admet que la résultante ne dépasse pas en grandeur 
la limite de la résistance du corps dont le point fixe 
fait partie. 

86. Corps solide ayant un axe fixe. — Soient 
Fi, F2, . . . , F„ les forces qui agissent sur un corps 
solide mobile autour d'un axe fixe Oz ; celui-ci exer- 
cera sur les divers points de l'axe des pressions P', P,' 
P"', . . ., et l'axe exercera à son tour des réactions 
Q ) Q'î Q S • • • Le corps pourra être considéré comme 
libre, sous l'action des forces F,, F2, . . . , F„,Q',Q", . . . 
Pour qu'il y ait équilibre, il faut, en particulier, que 
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la somme des moments de loutes ces forces, par rap- 
port à l'axe fixe, soit mille. Et comme les moments 
des reactions Q', Q", . . . sont nuls d'eux-mêmes, il 
faut que la somme N des moments des forces Fj, F2,... 
F„ par rapport à Oz soit nulle. 

C'est une condition nécessaire de l'équilibre. Elle est 
suffisante; en effet, si elle est remplie, les forces se 
réduisent à une résultante OR, qui est détruite par la 
résistance de Taxe et à un couple dont Taxe OG est 
perpendiculaire à Oz, puisque N est nul. On peut faire 
tourner ce couple dans son plan, de façon que son 
bras de levier coïncide avec l'axe Oz ; alors les forces 
99' qui le constituent, étant appliquées en des points de 
Taxe, sont détruites par sa résistance ; le corps est donc 
bien en équilibre. Nous examinerons en détail, à pro- 
pos du treuil, le cas où le corps est sollicité par deux 
forces. 

En résumé, pour quun solide mobile autour d'un 
axe fixe soit en équilibre y il faut et il suffit que la 
somme des moments des forces par rapport à cet axe 
soit nulle, 

87. Corps solide s'appuyant sur un plan fixe 
poli: i**Cas d'un seul point d'appui. — Considérons 
d'abord le cas où le corps ne s'appuie que par un point 
sur le plan fixe; le plan exerce sur le corps une réac- 
tion normale, si nous supposons que le corps peut 
glisser sans frottement. Le corps peut être considéré 
comme libre, mais soumis aux forces F^Fg,..., F„, 
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qui agissent directement sur lui, et à cette réaction Q. 
Pour que le corps soit en équilibre, il faut que les for- 
ces F aient une résultante ^. 

Fig. 77. 

unique égale et directe- 
ment opposée à Q(^^3f 77), 
c'est-à-dire que les forces 
données aient une résul- 
tante passant par le point 
d'appui, normale au plan 
et dirigée de façon à ap- 
pliquer le corps sur le 
plan. 

Ces conditions sont évidemment suffisantes, car, 
lorsqu'elles sont remplies, la résultante ne peut déter- 
miner aucun glissement et est détruite par la fixité du 
plan qui développe une réaction égale et opposée à Q. 
Il serait aisé de retrouver analytiquement ces résultats. 

2" Cas de plusieurs points d'appui en ligne droite. 
Fig rjs. — Admettons que le 

corps s'appuie sur le plan 
fixe xOy par des points 

droite Ox, En tous ces 
points, le plan exerce des 
réactions normales Qi, 
^i/ Q2Î • • • j Qpj toutes di- 

rigées dans le même sens (Jig. 78). Ces forces ont une 
résultante Q normale au plan, dirigée dans le même 
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sens, Cl dont le point d'application tombe sur Ox entre 
les points extrêmes Ai, A^. 

Pour 1(110 l équilibre ail lieu, il faut que les force ff 
données fasse/il équilibre à la résultante Q, c'est-à- 
dire qu'elles aient une résultante unique, normale au 
plan, dirigée de façon à appliquer le corps sur le plan, 
et dont le prolont/ement rencontre Ox en un point situé 
entre les points d'appui extrêmes. Ces conditions néces- 
saires sont suffisantes, car celte résultante peut alors 
cire décomposée en deux forces, normales au plan et 
appliquées en deux points d'appui ; ces deux forces 
seront détruites par la résistance du plan. 

3" Cas général. — Supposons que le corps solide 
repose sur le plan (ixe par une série de points Aj, A2, . . . , 
A^, non en ligne droite. L'exemple le plus simple serait 
une table reposant sur un parquet parfaitement poli par 
3, 4, . . . , p |)ieds. Le plan exerce des réactions nor- 
males Qi, Qj, . . . , Q^, qui ont une résultante unique 
(J, car elles sont toutes dirigées dans le môme sens et, 
d'après ce que l'on a \u sur la composition des forces 
parallèles, le point où cette résultante perce le plan est 
situé à rinléri('ur de tout polygone convexe qui ren- 
ferme tous les points d'appui; en particulier, il esta l'in- 
térieur du polygone de sustentation, polygone convexe 
dont les sommets sont des points d'appui et qui ren- 
ferme tons les autres points d'appui dans son intérieur 
ou sur son périmètre. Pour qu'il y ait équilibre y il faut 
que les fnrces d(mnécs fassent équilibre à la résultante 
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Q ; // faut donc que les forces F aient une résultante 
unique normale au plan, qui soit dirigée de façon à 
appliquer le corps sur le plan et qui traverse le plan 
à l intérieur du polygone de sustentation. Ces conditions 
sont suffisantes, car, dans ces hypothèses, on pourra 
toujours décomposer cette résultante en trois forces nor- 
males au plan et appliquées à trois des points d'appui, 
forces qui seront détruites par la résistance du plan. 

Cas d'un corps pesant placé sur un plan horizontal 
poli. — Le corps étant soumis à Faction de la seule 
pesanteur, les forces appliquées ont une résultante 
unique, le poids P appliqué au centre de gravité G 
du corps. Ce poids étant vertical est normal au plan 
et dirigé de façon à appliquer le corps contre le plan. 
Pour qu'il y ait équilibre, il restera donc une seule 
condition à remplir, c'est que la verticale GO du cen- 
tre de gravité perce le plan horizontal en un point O 
intérieur au polygone convexe dont les sommets sont 
des points d'appui et qui contient tous les autres points 
d'appui dans son intérieur ou sur son périmètre. Les 
points d'appui peuvent même être en nombre infini, 
quand le corps touche le plan par une face plane, 
comme dans la figure 79. 

Si le point où la verticale de G perce le plan hori- 
zontal est extérieur au polygone d'appui défini plus 
haut, comme dans la figure 80, l'équilibre n'existe 
pas : le corps chavire. Pour l'empêcher de tomber, il 
suffirait de lui appliquer une seconde force verticale 
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auxiliaire P' choisie de telle façon que la résultante de 
P et P' perce le plan dans l'intérieur du polygone 
d'appui. On pourrait être tenté de dire qu'on empêche 



F»6- 79- 



Fig. 80. 





également le corps de chavirer en lui appliquant une 
force Q parallèle au plan(y?^. 80); mais alors le corps 
(/lisserait sur le plan. 



§ II. — MACHINES SIMPLES 

88. Définition. — Dans ses Éléments de statique, 
Poinsot définit les machines des ihsiruments destinés à 
transmettre V action des forces. 

Certaines maehines servent à l'étal statique comme 
les balances. D'autres servent à l'état dynamique 
comme le treuil, les poulies ; pour ces dernières on peut 
dire q\ï* elles transforment un trcfbail en un autre. 



8g. Machines simples. — Les machines dites 
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simples ont pour pièces essentielles un ou plusieurs 
corps solides qui sont assujettis A des liaisons, c'est-à- 
dire dont les mouvements sont gênés par des obstacles. 
Elles sont ordinairement soumises à l'action de deux 
forces : la puissance et la résistance. 

Les machines simples, dans lesquelles entre un 
seul corps solide, se classent suivant la nature de la 
liaison imposée au corps, c'est-à-dire de l'obstacle qui 
s'oppose à son mouvement, ^ans le levier, l'obstacle 
est un point fixe ; dans le tour ou treuil, il est un axe 
fixe; dans le plan incliné, un plan fixe, 

90. Tour ou treuil. — Le lour est un solide assu- 
jetti à tourner autour d'un axe fixe. Si l'on néglige les 
frottements, la condition nécessaire et suffisante de 
l'équilibre est que la somme algébrique des moments 
des forces appliquées ^ par rapport à l'axe de rotation, 
soit nulle (n® 86). Il suffit donc de projeter les forces 
sur un plan perpendiculaire à Taxe et d'écrire que la 
somme des moments des projections, par rapport au 
pied de l'axe, est nulle. 

Dans la pratique l'axe de rotation est horizontal ou 
vertical; quand il est horizontal, la machine s'appelle 
spécialement treuil; quand il est vertical, elle porte le 
nom de cabestan. 

Supposons d'abord l'axe horizontal Çfig» 81). Le 
treuil sert alors à élever un fardeau dont le poids repré- 
sente la résistance. Il se compose d'un cylindre en 
bois ou en métal, l'arbre du treuil, termine à ses extrc- 



■ Ob CHAPITRE IV. EQUILIBRE UE» CORPS SOLIDES 

miles par des tourillons reposant sur des coussinets .- 
sur ce cylindre est enroulée une corde fixée par une de 
ses exlrémilés au cylindre même et soutenant par 
l'autre le fardeau Q à élever ; la puissance P agit sur 
ce cylindre, soit" 



pari 



'^* '" i>ari"iiitermédiaire 

manivelle 
comme dans- 
< ligure 8i, soit 
par 1 intermé- 
diaire d une corde 
enroulée sur une 
roue de même axe,, 
d undnmétreplu& 
grand invariable - 
meni liée au cy- 
lindre 

Le système étant 
suppost en équilibrt, négligeons le poids de la corde 
qui porte le fardeau Q la tension de cette corde est 
alors en tous les pomls de sa paitie verticale, égale 
i Q. Le treuil est donc sollicité 




1° Par la résistance verticale Q tangente au cy- 
lindre ; 

2° Par la puissance P tangente à la grande roue ; 

3° Par son poids II appliqué en son centre de gra- 
vité G, point qui, par raison de symétrie, est évidem- 
ment sur l'axe de rotation. 



1 perpendiculaire îi 
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En projetant ces forces sur un pi; 
l'axe, nousavonsia figurcSa, 
oii toutes les forces se pro- 
jettent en vraie grandeur. Ap- 
pelons r et R les lavons du 
cylindre et de la roue et écri- 
vons que la somme des mo- 
ments des forces, par rapport 
à l'axe 0, est nulle : nous 
aurons, puisque le moment 
du poids n est évidemment 
nul, la condition d'équilibre 

PR = Qr. 
La puissance e.il l'i la résistance comme le rayon du 
cylindre est aa rayon de la roue. 





Le cabestan est un tour à axe \ertical manœuvré 
)ar des barres horizontales; la riguic $3 suffit à en 
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IJaire comprendre la disposition. La seule différence 
^vec le cas précédent vient de ce que la corde n'est pas 
fixée à l'arbre du treuil, elle fait seulement quelques 
tours sur le cylindre et le brin libre est tiré par un 
liomme; l'expérience montre que la traction ainsi 
•exercée et l'enroulement de la corde déterminent une 
adhérence suffisante pour s'opposçr à tout glissement. 



91. Levier. — Le levier est un corps solide mobile 
<iiitour d'an point fixe appelé point d'appai du levier 

(y?(/. 84). Ge corps est solli- 
cité par deux forces, la puis- 
sance P et la résistance Q. 
Pour être rigoureux, il fau- 
drait tenir compte du poids 
du levier qui constitue une 
troisième force appliquée au 
solide ; mais ce poids étant, 
dans la pratique, très petit 
l^ar rapport aux forces Pet Q, nous le négligerons com- 
plètement. 

Dans ces conditions, pour qu'il y ait équilibre, il 

faut et il suffit que les deux forces V et Q admettent 

une résultante unique passant par le point fixe (n° 85). 

En détaillant cette condition, on peut dire : il faut et 

il suffit 




1° Que les deux forces soient dans un même plan 
avec le point fixe ; 
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2° Que leur moment résultant, par rapport à ce 
point, soit nul. 

Les longueurs O/) et 0(j des perpendiculaires abais- 
sées du point fixe sur les deux forces s'appellent les^ 
bras de levier des deux forces, La seconde condition 
d'équilibre exige que les deux forces tendent à faire 
tourner en sens contraires autour de et que l'on ait 

(i) P.Op^Q.Oq. 

Pour réquilibrc il faut et il suffit que les deux forces 
soient dans un même plan „. ^, . 

avec le point d'appui et soient ^ 

inversement proportionnel- / \ 

les à leurs bras de levier. / .-a'' 



La charge du point d'ap- *^*'- 



^-^^0^-' 



\ 

pAe 

Il arrive fréquemment que l'on figure schématique- 
ment un levier par une barre rectiligne AOB en suppo- 
sant les points d'application A et B des deux forces en 
ligne droite avec le point d'appui ^fig- 85). On a le 
droit de le faire, car en menant, par 0, une droite 
s' appuyant sur les lignes d'action des deux forces en A 
et B Çfig» 84), on peut toujours transporter ces forces 
aux points A et B respectivement. 

Les points A, 0, B étant ainsi ramenés à se trouver en 
ligne droite, il est d'usage de classer les leviers en 
trois genres, suivant la disposition relative des trois 



igO CHAPITRE IV. ÉQUILIBRE DES CORPS SOLIDES 

points. Mais cette classification n'a de sens précis que 
dans le cas où les forces P et Q sont parallèles, car, 
si elles forment un angle comme dans la figure 84? on 
peut toujours, en faisant tourner la transversale AOB 
autour de 0, dans le plan des deux forces, Tamener 
dans des positions A'OB', A"OB", telles que les points 
de rencontre avec les deux forces aient toutes les dispo- 
sitions possibles par rapport à 0. 

Ces réserves faites, la classification adoptée est la 
suivante : 

Premier genre, — Le point d'appui Çfig- 86') 
. est compris entre les points A et 

B d'application de la puissance 
B. . .A tu ^1^ jg j^ résistance ; la pince des 

Q, B ^^^2) tailleurs de pierre, le gouvernail 

des bateaux en sont des exemples ; 
0. . .B (3) [^g ciseaux sont des leviers doubles 

du premier genre, ainsi que les tenailles. 

Deuxième genre. -^ Le point d'application B de 
la résistance est placé entre le point d'appui et le 
point d'application A de la puissance {Jig. 86^) ; la 
brouette est le type de ce genre de levier; le casse-noi- 
sette forme un levier double du deuxième genre. 

Troisième genre. — Le point d'application A de la 
puissance est placé entre le point d'appui et le point 
d'application B de la résistance ; c'est le cas de la pédale 
du rémouleur ÇJig. 86^) ; les pincettes sont formées 
d'un levier double du troisième genre. 
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Dans les deux premiers genres, la résistance est, 
dans la pratique, plus grande que la puissance ; dans 
le troisième, elle est toujours plus petite. 

Dans la pratique, le point fixe est remplacé par une 
petite surface ou par un axe fixe ; la théorie se rap- 
proche alors de celle du treuil et les conditions d'équi- 
libre se simplifient; il n'est, en effet, alors pas néces- 
saire que la puissance et la résistance soient exactement 
dans un même plan avec le point d'appui ; il sulTit de 
passer en revue les divers exemples que nous venons 
de donner des leviers des trois genres, [>our reconnaitrc 
l'exactitude de cette remarque. 

Q2. Poulie fixe sans frottement sur Taxe. 
— La poulie est un disque en métal ou en bois, sur 
la circonférence duquel est creusée une gorge. 

Dans la gorge de la poulie passe une corde, un fil 




métallique bu une chaîne, aux extrémités desquels 

agissent la puissance aA. et la résistante èB (Jtg. 87). 

La poulie est assujettie à tourner autour d'un axe 
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perpendiculaire à son plan passant à travers une ouver- 
ture circulaire faite en son centre et nommée œil; les 
extrémités de l'axe s'appuient sur la chape de la pou- 
lie, pièce de fer dont les deux branches embrassent la 
poulie et qui est terminée à sa partie supérieure par 

un crochet fixé à un point in- 
variable. 

La poulie est un appareil de 
levage ou de transmission. 

Soient P et Q deux forces tan- 
genliellement appliquées aux 
extrémités Aj Bj de la corde de 
^ la poulie ; pour qu'il y ait équi- 
libre, il faut que la somme des 
moments de ces deux forces, par rapport à Taxe 0, 
soit nulle (^fig. 88), ce qui s'écrit 




PXOA — QxOB = o, 
puisque les forces tendent à faire tourner la poulie en 



sens inverse ; mais 



donc 



OA = OB, 



P=r.O. 



Si Ton néglige le poids de la poulie, la pression 
totale supportée par l'axe est égale à la résultante des 
deux forces P et Q. Transportons ces deux forces en I, 
leur point de rencontre, et transportons leur résultante 
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R en sur l'axe; onvoil immédiatement sur la figure 



» que 



R = 



en appelant 2 x l'angle des cordes. Cette pression 
totale est maximum, et égale au double 2 P delà résis- 
tance, si les cordes sont parallèles; elle est d'autant 
plus faible que la direction de la force est moins modi- 
fiée. 



- Imaginons une poulie mo- 

Fig. 89. 



93. Poulie mobile. - 
bile reposant par sa gorge 
sur une corde dont une 
extrémité est liée à un 
point fixe A, l'autre B 
étant tirée par une force 
P, la puissance (^Jîg- 89), 
Le fardeau, qui constitue 
la résistance, est attaché k 
la chape et son poids 
ajouté h celui de la poulie 
est une force Q appliquée 
au centre de la poulie. 

La réaction du point 
fixe A sur la corde est une 
tension T dirigée suivant 
AiA (Jîg. 90); l'équilibre 
doit donc avoir lieu entre 
les trois forces P, T et Q que l'on peut supposer appli- 
quées en A, B et ; il faut pour cela qu'elles soient 
A.CFEI.L et Chappuis. — LeçOM, II. i3 




Fig. 90. 
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dans un même plan, qu'elles concourent en un même 

point et s'y fassent équilibre. La résistance Q doit donc 

être dans le plan de la 
poulie ; les forces P et T 
doivent se rencontrer en 
un point M sur OQ ; elles 
font donc des angles égaux 
avec cette droite et, comme 
leur résultante doit être 
égale et opposée à Q , qui 
est dirigée suivant la bis- 
sectrice de l'angle BMA, 

il en résulte que l'on doit avoir P = T ; la tension est 

donc la même tout le long de la corde. 

Si l'on appelle 2 a l'angle des cordes, on a alors, 

comme dans le calcul de la pression totale de l'axe de 

la poulie fixe. 




O = 2 Pcosa, 



ou 



P = 



Q 



2 CCS a 



Quand on tire sur la corde B, la poulie s'élève, a 
augmente, la puissance augmente également, et il 
faudrait une puissance théoriquement infinie pour 
amener la poulie à reposer sur une corde tendue hori- 
zontalement. On doit donc chercher à s'éloigner, 
autant que possible, de ce cas limite si désavantageux ; 



MACHINES SIMPLES IÇ)5 

si, au contraire, les cordes sont parallèles et verticales, 
on a 

p=Q. 

3 

la puissance est moitié du fardeau à soulever. 

94. Combinaisons de poulies. — On peut com- 
biner des poulies fixes et des poulies mobiles; on 
obtient ainsi des appareils qui peuvent élever lente- 
ment de très lourds fardeaux. Dans tous ces appareils 
les cordons sont sensiblement parallèles. 

1° Première combinaison. — Le fardeau est atta- 
ché à une première poulie mobile A, dont la corde 
est fixée par un bout à un point fixe a et par Tautre 
bout à la chape d'une deuxième poulie mobile B qui 
est à son tour embrassée par une corde dont une 
extrémité b est fixe, tandis que l'autre est attachée à 
la chape d'une troisième poulie mobile C, et ainsi de 
suite jusqu'à ce qu'enfin la corde d'une dernière poulie 
mobile vienne passer sur une poulie fixe de renvoi 
servant à transmettre l'eflbrt dans la direction de la 
puissance P (Jig- 91). D'après la théorie de la poulie, 
la tension de chaque cordon qui soutient A est 

T -^• 
or celte tension joue le rôle de résistance pour la poulie 



i<|6 cajkpmkE ir. — ÊMjicujamE des ocmips soudes 

^uivanle et par suite li tensîoa des cordons de la 
deuxième poulie est 




vA ainsi de suite ; la tension du n'''"'" cordon étant la 
puissance V, on aura 



Vrr= 



Q 

2" 



Si donc n est le nombre des poulies, le rapport de 
la n^istnnco t\ la puissance est 2". 
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2° Moufles. — Les moufles sont formées de deux 
systèmes de poulies réunies en nombre égal dans une 
même chape ; l'une des chapes est fixe et l'ensemble 
de ses poulies constitue la moujîc fixe, Fig. ga. 
l'autre est mobile et soutient les poulies 
qui forment la moufle mobile. La rési- 
stance est attachée h. la moufle mobile ; 
la corde unique, attachée au bas de la 
chape fixe, s'enroule ensuite alternative- 
ment sur une poulie de la moufle mobile 
et sur une poulie de la moufle fixe pour 
se terminer par le rfaraut, oh est atta- 
chée la puissance P (yïy. 92). 

Comme il n'y a qu'un cordon, la 
tension est la même sur tous les courants 
et égale à P ; l'une quelconque des pou- 
lies est donc sollicitée par deux forces 
parallèles et égales à P qui donnent une 
résultante aP que l'on peut supposer ap- 
pliquée en son centre, c'est-à-dire à la 
chape. Si l'on appelle n le nombre des 
poulies montées sur la chape mobile, le 
nombre des cordons est un et la chape 
mobile sera sollicitée par une force 2nP; l'équilibre 
aura heu si 

anP^Q. 

Le rapport entre la résistance et la puissance est égal 
au double du nombre des poulies de la moufle mobile 
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OU an nombre 2n des cordons qui embrassent les 

poulies. 

— Les poulies placées les unes au-dessous 
des autres forment un appareil de grande 
longueur ; aussi préfère-ton le plus sou- 
vent monfer les poulies de chaque moufle, 
fixe et mobile, sur un même axe. La 
figure 93 fait comprendre ce dispositif 
dont la théorie est d'ailleurs identique à 
la précédenip. 

1)5. Cric. — Le cric se 

compose essentiellement 

d'une crémaillère AB gui- 
dée longlludlnalement et 

mise en mouvement par 

un pignon C. On emploie 

cette machine à soulever 

d'une petite hauteur des 

corps d'un grand poids. 
La résistance est alors une force Q s'opposant au mou- 
vement de la crémaillère AB: nous la supposerons 
dirigée dans le sens BA (fig. 9/1)- La puissance est 
une force P perpendiculaire à une manivelle CD inva- 
riablement liée au pignon C. Appelons r le rayon du 
pignon, R celui de la manivelle. La crémaillère agit 
sur le pignon avec une force F tangente au pignon ; 
inversement, le pignon agit sur la crémaillère avec 
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une force F égale et opposée. L'équilibre du pignon 
exige 

Fr==PR. 
L'équilibre de la crémaillère 

F = Q. 
On a donc enfin 

^ = JL 
Q R* 

La puissance appliquée perpendiculairement à la 
manivelle est à la résistance, dans le sens de la cré- 
maillère, comme le rayon du pignon est au rayon de la 
manivelle. 

Lorsqu'on veut encore diminuer davantage le rap- 
port — - , sans augmenter le bras de levier de la mani- 
velle et sans diminuer le rayon du pignon, on fait agir 
le pignon sur une roue intermédiaire de rayon R' inva- 
riablement liée à un pignon de rayon r' qui engrène 
avec la crémaillère. 

On a alors 

P ^ rr' 
Q RR* 

g6. Plan incliné : Équilibre d'un corps pesant 
sur un plan incliné poli. — Soit un solide pesant 
reposant sur un plan incliné parfaitement poli (^Jig- gS). 
Si ce corps était abandonné sous l'action de la seule 
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pesanteur, il ne serait évidemment pas en équilibre^ 
car son poids P n'est pas normal au plan. 

Cherchons ce que doit être une force auxiliaire Q 
appliquée au corps, pour que l'équilibre ait lieu. 

Fig. 95. 




D'après le théorème général (n° 87), il faut et il 
suffit que les forces V et Q aient une résultante unique 
normale au plan, dirigée de façon à appliquer le corps 
contre le plan et perçant le plan dans l'intérieur du 
polygone d^appui. 

D'abord, pour que P et Q aient une résultante unique, 
il faut que ces deux forces soient dans un même plan. 
Elles ne peuvent pas être parallèles, car elles n'auraient 
pas une résultante normale au plan. Elles doivent donc 
concourir en un point du corps. La résultante N de 
P et Q étant normale au plan incliné, le plan QOP est 
perpendiculaire au plan incliné, car il contient N ; il 
est perpendiculaire aussi au plan horizontal, car il con- 
tient P : il est donc perpendiculaire à l'intersection AB 
des deux plans. 
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Fig. 9O. 



Une première condition nécessaire d'équilibre est 
donc que la force Q soit située dans le plan mené par 
le centre de gravité G perpendiculairement à la trace 
horizontale AB du plan incliné. Ce plan coupe le plan? 
incliné suivant une ligne de plus grande pente DE, le- 
plan horizontal suivant DH ; 
l'angle i de ces deux droites 
est l'inclinaison du plan incliné 
(Jlg- 96). Nous prendrons ce 
plan pour plan de la figure. 
Menons par O un axe X'OX pa- 
rallèle à la ligne de plus grande 
pente en prenant comme sens 
positif le sens ascendant OX, 
et un axe ON' normal au plan, 
en prenant comme sens positif le sens ascendant ON'. 
Appelons l'angle de OQ avec OX, cet angle étant 
compté positivement dans le sens qui va de OX vers 
ON'. Dans la figure cet angle est positif; si la force OQ 
prenait la position OQ', l'angle deviendrait né- 
gatif. 

Cela posé, les deux forces concourantes OP et OQ 
doivent avoir une résultante N, normale au plan, dirigée 
en sens contraire ON'. La somme des projections de 
ces deux forces, sur un axe quelconque, est égale à la 
projection de leur résultante. Donc la somme des pro- 
jections de P et Q sur OX doit être nulle et la somme 
de leurs projections sur ON' doit être négative et égale 
à — N, N désignant la valeur absolue de la pression du 
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corps sur le plan. On a ainsi les deux équations néces- 
saires d'équilibre. 

^ \ ( Q CCS — P sin i = o, 

( Q sin ô — P cos i < o ; 

la pression N sur le plan étant donnée par 
(2) Q sin 6 — P cos i = — N, 

Si les deux équations (i) sont satisfaites, les forces 
P et Q ont une résultante unique normale au plan, 
vers le plan. Mais il reste à réaliser la condition que 
•cette résultante perce le plan dans V intérieur du polygone 
d'appui. Pour cela il faut et il suffit que la direction 
de la force Q rencontre la verticale GZ du centre de 
gravité en un point dont la projection sur le plan 
incliné soit dans le polygone d'appui. Nous suppose- 
rons cette condition remplie. 



EXERCICES SLR LE CHAPITRE IV 

i . Dans Téquilibrc d'un corps pesant sur un plan incliné par- 
faitement poli on demande, en adoptant les notations du n» gf), 
de résoudre la question suivante : 

La grandeur de la force Q étant donnée, sous quel angle faut-il 

la faire agir pour tenir le corps en équilibre ? 

Réponse. — On a 

ft P sin i 
cos = • 

Q 

l'our que lo problème soit possible il faut Q > P sin i. On 
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trouve alors, pour 6, deux valeurs égales et de signes contraires 
a. 



En outre la seconde condition. 
(G) Q sin e — P cos i < o 

devra être vérifiée. 

Discussion. — i» Si Ton prend pour la valeur négative 
— a, c'est-à-dire si la force Q a une position telle que OQ', au-des- 
sous de OX, la condition (G) est toujours vérifiée, car sin est 
négatif. L'équilibre a lieu quelque grand que soit Q. 

2® Si l'on prend, pour l'angle aigu 0, la valeur positive -+- a, on 
montrera que Q doit être inférieur à P pour que l'équilibre 
puisse avoir lieu pour une valeur positive de 0. 

Donc, si la force Q tire au-dessus de OX, elle doit être com- 
prise entre P sin i et P. 

3. Plans inclinés adossés. — Deux corps pesants de pends 
P et Q sont placés sur deux plans inclinés afkwwén (Jîg. g'f) par- 
faitement polis. Ils sont reliés enire eux par une corde de poids 
négUgeaiAe passaDt sur une poulie placée au-dessus de l'inlersec- 
iion B des deux plans et mobile autour d'un axe parallèle à cette 
intersection. Les deux parties de la corde sont supposées parallèles 
aux lignes de plus grande pente des deux plans. Condition d'é- 
quilibre. 

F»g- 97- 




Réponse. — En appelant i et r les angle» des deux plans 
avec l'horizon, on a 

P sin r 

Q sin i 

3. Une équerre isoscèle AOB est mobile autour d'un axe hori- 
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zonlal, perpendiculaire à son plan, passant par le sommet de 
l'angle droit. On donne la longueur 

des côtés de l'angle droit et le poids p de l'équorre. Au sommet 
A on suspend un poids donné P ; l'équerre prend une position 
d'équilibre : calculer l'angle que fait, dans cette position, la mé- 
diane OM de l'équerre avec la verticale. 

ti. Un corps pesant, de poids p, ayant la forme d'une demi- 
sphère, repose, par sa surface convexe, sur un plan horizontal ; ce 
corps n'est pas homogène; son centre de gravité G est supposé 
placé au milieu du rayon perpendiculaire à la face plane. On sus- 
pend en un point de la circonférence qui limite l'hémisphère un 
poids donné P. 

Trouver la position d'équilibre du système. 

5. Un cube homogène pesant, de poids P, repose, par une face, 
sur un plan incliné parfaitement poli. Au centre O de la face op- 
posée est attaché un fil sans masse qui passe sur une poulie infi- 
niment petite mobile autour d'un axe parallèle aux horizontales 
du plan et porte à son autre extrémité un poids donné Q. 

Trouver les positions d'équilibre du système, connaissant Tin- 
clinaison du plan et la dislance a de la poulie au plan. 
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TRAVAIL DANS LES MACHINES 



§ I. — APPLICATION DE LA NOTION DE TRAVAIL AUX 

CONDITIONS D'ÉQUILIBRE 

97. Application de la notion de travail aux 
conditions d'équilibre des machines simples, 
sans frottement. — Les machines simples que nous 
avons étudiées sont des systèmes matériels, assujettis 
à des liaisons, sur lesquels on fait agir deux forces : la 
puissance'? et la résistance Q, appliquées respective- 
ment à deux points matériels A et B de la machine. 

En supposant qu'il n'y ait pas de frottement, nous 
avons donné les conditions nécessaires et suffisantes 
qui doivent, dans chaque position de la machine, lier 
P et Q, pour que la machine soit en équilibre dans 
cette position. Mais les machines servent rarement à 
l'état d'équilibre : on les utilise à l'état de mouvement 
pour transformer un travail en un autre. C'est en se 
plaçant à ce point de vue qu'on est conduit aux con- 
sidérations suivantes. 

Imaginons une machine sans frottement, ce qui est 
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un cas tout à fait idcal. Supposons que cette machine 
se mette en mouvement, comme il arrivera évidemment 
si, pendant un court instant, on donne à la {)uissance 
une intensité supérieure à celle P qui convient à l'équi- 
libre: une fois la machine lancée, nous supposerons 
que, dans chaque position considérée, P et Q rem- 
plissent les conditions d'équilibre. 

On a alors le théorème suivant : 

Si une machine simple est mise en mouvement, les 
conditions d'équilibre étant remplies à chaque instant, 
le travail de la puissance est égal et de signe contraire à 
celui de la résistance. 

Écrivons d'abord les équations qui, sous des formes 
diverses, expriment ce théorème, que nous vérifierons 
ensuite pour chaque machine. 

Première forme, — Supposons qu'à l'instant t le 
point d'application de la puissance soit en A, celui de 

Fig. 98. 





la résistance en B ; au bout du temps infiniment court 
A/, la machine a subi un déplacement élémentaire 
amenant A en A' et B en B' (fig. 98). 
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Le travail élémentaire de la puissance P est alors 

P.AA'.cosPAA'; 

celui de la résistance Q 

Q.BB'.cosQBB'. 

Il faut vérifier que ces deux travaux élémentaires 
sont égaux et de signes contraires, si les forces P et Q 
se font équilibre, c'est-à-dire que l'on a alors 

(i) P.AA' CCS PAA' -+- Q.BB' ces QBB' = o. 

Deuxième forme. — Celte équation, qu'il s'agit de 
vérifier, peut s'écrire sous une autre forme, si l'on y 
introduit les vitesses V et W avec lesquelles se déplacent 
les points matériels A et B auxquels sont appliquées 
les forces P et Q. 

En effet, le déplacement A A' étant infiniment petit 
et s'effecluant pendant le temps A^, la vitesse Y du 
point A est, en grandeur, direction et sens, la limite 

, ,AA' . ,,. ,. BB' 

du rapport ; de même W = lim 

Divisant alors la relation (i) par A^, faisant tendre 
A^ vers zéro, et remarquant que les limites des angles 
PAA' et QBB' sont les angles (P,V) et (Q,W) formés 
par les vecteurs P et V d'une part, Q et W de l'autre, 
on est conduit à vérifier la proposition suivante : 

Si les conditions de Véquilibre sans frottement sont 
remplies, on a, à chaque instant, 

(2) PV CCS (P. V) -4- QW CCS (Q, VV) r^ o. 
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Les quantités V cos (P,V), W cos (Q,AV) désignent 
les projections respectives V,. et W^ de V et W sur 
les forces P et Q ; donc la relation (2), à vérifier, peut 



s'écrire 



<3) PVp + QW^=:o, 

ou 

(4) P - "^^ 



Q V 



p 



Cette relation montre immédiatement que Vp et W,^ 
sont de signes contraires : ainsi, dans la figure 98, V,. 
<îst positif et Wq négatif. En outre, on peut énoncer 
la relation (4), à vérifier, comme il suit : 

Si les conditions d'équilibre sans frottement sont rem- 
plies, le rapport de la puissance à la résistance est égal 
au rapport inverse des vitesses des points d'application 
de la puissance et de la résistance estimées respective- 
ment suivant les directions de ces deux forces. 

C'est ce fait général que Ton énonce quelquefois 
sous une forme concise en disant : 

Ce quon gagne en force on le perd en vitesse. 

Remarque. — Les propositions précédentes sont 
générales. Dans la pratique, il arrive ordinairement 
que, pour utiliser la puissance tout entière, c'est-à-dire 
pour rendre maximun le terme PVcos(P,V), on la 
dirige dans le sens même de V ou de AA'j alors le 
cosinus devient égal à i . Si en outre Q est dirigé en 
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sens contraire de W ou de BB', on a 

cos(Q,W) = — I 

et la relation fondamentale à vérifier prend la forme 

simple 

PV _ QW = o 
ou 

P.AA' — Q.BB =o; 

c'est ce qui arrive par exemple pour le treuil. 
Passons maintenant à la vérification demandée. 

98. Treuil. — Soit, en reprenant les notations et 
la figure du n** 90, un treuil en équilibre sous l'action 
des deux forces P et Q appliquées en A et B. Si l'on 
fait tourner le treuil d'un angle infiniment petit AO 
autour de son axe, dans le sens de P, le point d'appli- 
cation A de P subit un déplacement élémentaire 
AA' = RAô dans le sens de P, et le point d'applica- 
tion B de Q subit un déplacement élémentaire BB' = 
rAO en sens contraire de Q. La somme des travaux 
élémentaires des deux forces est alors 

P.AA' — Q.BB' == (PR — Qr) AÔ. 

Cette somme est nulle si P et Q se font équilibre. 
En supposant que la machine marche, les forces étant 
constamment en équilibre, le travail total des deux 
forces, somme des travaux élémentaires, sera nul. 

99. Corps solide sollicité par deux forces 
égales et directement opposées. — Soit un solide 

Appell et Chappuis. — Leçons, II. i4 
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libre sollicité par deux forces P et Q, égales et direc- 
tement opposées appliquées en A et B (^fi(j- 99). Ce 
corps est en équilibre. Nous allons voir que, pour un 

déplacement élémentaire quelconque du 
corps, la somme des travaux des deux 
forces est nulle. 

Prenons le déplacement élémentaire 
le plus général possible, et supposons 
que les deux points A et B viennent en 
A' et B', leur distance ne changeant 
pas, puisque A et B sont deux points 
matériels d'un corps solide. Menons par 
A une droite AG égale et parallèle à 
A'B' : le déplacement BB' est la somme 
géométrique de deux déplacements, Tun BC obtenu 
en déplaçant la droite AB de façon que son extrémité A 
reste fixe, l'autre BDégal et parallèle à CB', c'est-à-dire 
à AA'. Le travail de Q, pour le déplacement BB', est 
alors la somme des travaux de Q pour les déplacements 
BC et BD et la somme des travaux des deux forces P 
et Q, dans le déplacement total, est 

P.AA CCS P.AA + Q.BD ces Q.BD -+- Q.BCcos Q.BC. 

Cette somme est nulle : d'abord les deux premiers 
termes sont égaux et de signes contraires, car P = Q, 
AA' = BD, cos PAA' — — cos QBD, les angles 
PAA' et QBD étant supplémentaires; puis* le dernier 
terme est nul aussi : car, la distance du point A au 
point B étant invariable dans le déplacement, le dépla- 
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cernent infiniment petit BC est sur une sphère de 
centre A et de rayon AB, et la force Q est normale à 
ce déplacement. 

Le théorème est ainsi démontré. 

Conséquence, Quand un corps solide se déplace, on 
n'altère pas le travail d'une force P appliquée au corps 
en la transportant en un point de sa ligne d'action. En 
effet, soit (yî^f. 48) une force P appliquée en un point A 
d'un solide; prenons sur sa ligne d'action un point 
B invariablement lié au solide et appliquons en B une 
force P' égale et parallèle à P et une force — P' égale 
et directement opposée. Quand le corps se déplace le 
travail de P' est égal et de signe contraire à celui de 
— P', le travail de P est égal et de signe contraire à 
celui de — P' : le travail de P' est donc égal à celui 
de P. 

loo. Levier. — Soit un levier en équilibre sous 
l'action de deux forces P et Q appliquées en A et B. Si 
l'on déplace le levier autour de son point d'appui O, la 
somme des travaux élémentaires de P et Q est nulle. 
En effet, ces deux forces étant dans un même plan avec 
sont, en général, concourantes en un point C : on 
peut, sans changer leurs travaux, les transporter au 
point C de leurs lignes d'action. En C elles se composent 
en une résultante R, et le travail de cette résultante est 
égal à la somme des travaux des composantes. Cette 
résultante passant par peut être transportée en ; 
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mais alors son travail est évidemment nul, car est 
immobile. 

Le raisonnement serait en défaut, si P et Q étaient 
parallèles : mais alors, il suffît, comme dans la compo- 
sition des forces parallèles, d'appliquer en A et B deux 
forces auxiliaires F et G égales et directement oppo- 
sées. La somme des travaux des forces n'est pas altérée, 
car la somme des travaux de F et G est nulle. Les for- 
ces F et P ont une résultante P\ G et Q une résul- 
tante Q' : la somme des travaux de P et Q égale la 
somme des travaux deP' et Q' et cette dernière somme 
est nulle, d'après le raisonnement du cas général. 



Fig. loo. 



ICI. Poulies. Moufles. — Dans les combinaisons 

de poulies étudiées au n° 94 la même 
proposition est facile à retrouver; dans 
la première combinaison, si la poulie A 
et, par suite, le point d'application de 
la résistance Q s'élèvent dé A, la pou- 
lie B s'est élevée de 2/1 ; en eflfet, si le 
centre est passé de en 0\/ig, loo), 
tel que 00' = A, la corde est passée 
de la position aCmDB à la position 
aC'm'D'B', a étant fixe; la longueur 
comprise entre a et B a donc diminué 
de ce + DD' = 2 A et, comme la longueur totale 
de corde n'a pas changé, le point de la corde qui 
était en B s'est élevé de BB' = 2/i. 

La poulie G s'est alors élevée de 2 (2/1)= 2^ h et la 
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poulie de rang ai de 2 "A. Le point d'application de la 
puissance P a donc décrit un chemin 2" h et le tra- 
vail de la puissance est V2"h ; le point d'application 
de la résistance Q a décrit le chemin 00' = h et le 
travail de la résistance est — Q. h. D'après les con- 
ditions d'équilibre la somme de ces deux travaux est 
nulle. L'appareil permet de vaincre une résistance 
2" fois plus grande que la puissance employée, mais 
a condition que le point d'application de la puissance 
parcoure un chemin 2" fois plus grand que celui par- 
couru par le point d'application de la résistance. 

Dans les deux autres combinaisons, si la résistance 
s'élève de A, chacun des 2 n cordons parallèles est di- 
minué de A, et par suite le point d'application de la 
puissance est déplacé de 2/1A; ici encore, ce qu'on a 
gagné en force on le perd en chemin parcouru dans 
la direction de la force. 



§ II. — APPLICATION DU THÉORÈME DES FORCES 

VIVES AUX MACHINES 



102. Théorème des forces vives pour un 
système de points. — Imaginons un système de 
points matériels de masses m^, ma, . . . , m„ soumis à 
des forces ; soient F^ la résultante des forces appliquées 
au point m^, F2 la résultante des forces appliquées au 
point mg, . . . , etc. Considérons le mouvement du 
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système depuis l'instant t où les vitesses des points 
sont i\j v^j . . . , v„, jusqu'à un instant postérieure' où 
ces vitesses sont devenues v'^, v'a? • • • > "^'n- Le théorème 
de la force vive (n° 4?) appliqué successivement à cha- 
cun des points donne 

ni\V{ ^ m^v] ^.^ V 

2 2 






2 2 



où ^(F,), ^(F.^), . . . , ^(F„) désignent respectivement 
les travaux totaux des forces F^, Fg, . . . , F„ appliquées 
à chacun des points, dans l'intervalle de temps consi- 
déré. En ajoutant toutes ces équations membre à 
membre, on a 



'2 



I miv'i- -f- m^v'î-h '-'-{- m„ v'n 

2 

mxv] -f- mjvl H • -f- ninvl 

2 

La quantité 

2 

s'appelle la demi-force vive totale du système ou Véner- 
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g ie cinétique du système. On peut donc énoncer le théo- 
rème général suivant : 

La variation de la demi-force vive (ou énergie ciné- 
tique) d'un système, dans un intervalle de temps quel- 
conque, est égale à la somme des travaux de toutes les 
forces, agissant sur les points du système, dans le même 
intervalle. 

io3. Calcul de la force vive d'un solide dans 
quelques cas simples: i*^ Mouvement de transla- 
tion, — Soit un corps solide animé d'un mouvement 
de translation de vitesse v : calculons la force vive du 
corps. 

Le solide considéré est composé de points matériels 
de masses m^, m2, . . . , /w„ ; la somme M de ces masses 
est la masse totale du corps. Tous les points ont, au 
même instant, la même vitesse v. La force vive est donc 

c'est-à-dire, en mettant v^ en facteur, 

(irii -4- m2 H- • • • -f- m„)i;^ = Mu^. 

La force vive d\in solide animé d'un mouvement de 
translation est donc égale à la masse totale du solide 
multipliée par le carré de la vitesse de translation. 

2° Mouvement de rotation. — Soit un solide tour- 
nant autour d'un axe fixe, avec une vitesse angulaire w ; 
calculons sa force vive. Le solide est formé de points 
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de masses mj, m.,, . . . , /n„ situés à des distances res- 
pectives r,, 7*2, . . . , r„ de l'axe de rotation. Les vitesses 
linéaires de ces points sont alors : 

et la force vive totale est 

ou, en mettant w^ en facteur, 

(mir^ -f- m^rl -!-••• + m^rl) Oi^ = I w*, 
en posant 

I = mir\ -h rriirl + • h m„rl. 

La somme I a été appelée moment d'inertie du corps 
par rapport à l'axe de rotation. 

En langage ordinaire, le moment d'inertie d'un solide, 
par rapport à un axe, est la somme des produits obte- 
nus en multipliant la masse de chaque point du solide 
par le carré de sa distance à t'axe. 

On voit que la force vive d'un solide qui tourne 
autour d'un axe est égale à son moment d'inertie, par 
rapport à l'axe, multiplié par le carré de sa vitesse 
angulaire, 

io4. Travail des forces appliquées à un so- 
lide. — Imaginons un solide sur lequel agissent de 
Textérieur des forces F, F', F", .... Le corps solide 
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considéré est composé de points /n,, m.^^ • • • > m„ en 
très grand nombre qui agissent les uns sur les autres 
avec certaines forces qu'on appelle/orc^^ intérieures au 
corps. Ce sont ces forces qui s'opposent aux déforma- 
tions du corps, compression, extension, flexion, rup- 
ture, etc., en d'autres termes qui maintiennent sa soli- 
dité. 

On démontre rigoureusement, d'après le théorème 
du n® 99, la proposition suivante que nous admet- 
trons : 

Quand un corps solide se déplace d\ine manière 
quelconque, la somme des travaux des forces intérieures 

est NULLE. 

Il résulte de là que la somme des travaux de toutes 
les forces appliquées à un solide se réduit à la somme 
des travaux des seules forces extérieures F, F', F", . . . . 

Le théorème des forces vives appliqué à un solide 
s'énonce donc ainsi : 

La variation de la demi-force vive d'un solide, dans 
un intervalle de temps quelconque, est égale à la somme 
des travaux des seules forces extérieures, 

io5. Lois du frottement de glissement pen- 
dant le mouvement. — Imaginons un solide A 
terminé par une surface S de forme quelconque et un 
deuxième solide B qui se meut en glissant sur A 
(yî^. ici). Soit M le point matériel de B qui, à l'instant 
t, est en contact avec A. S'il n'y avait pas de frotte- 
ment, la réaction de A sur B serait une force normale 
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à la surface S appliquée au point M. S'il y a frotte- 
ment, la réaction de A sur B est une force R, appliquée 
au point M et oblique par rapport au plan tangent en 
„. M à la surface S : si nous dé- 

rig. 101. 

P composons cette réaction R en 

deux forces, l'une N normale à 
^P^ S, l'autre F située dans le plan 

^^ ' > V tangent en M à S, la compo- 
^^^^^^^^^^^ sanle N s'appelle réaction nor- 

S maie de A sur B et la compo- 
sante F, force de frottement. 

Les lois généralement admises du frottement de glis- 
sement sont alors les suivantes : 

i** La force de frottement F est dirigée en sens con- 
traire de la vitesse V que possède le point matériel au 
contact M, par rapport à A. 

2° L'intensité de cette force F est indépendante de la 
grandeur de la vitesse V : elle est égale au produit de 
l'intensité de la composante normale N par un facteur 
constant f, qui dépend de la nature des surfaces en 
contact. 

Le coefficient/ s'appelle coefficient du frottement de 
glissement du corps B sur le corps A. Les valeurs des 
divers coefficients de frottement sont données par des 
tables où l'on trouvera, par exemple, le coefficient de 
frottement du bois sur le bois, du bois sur le fer, du 
fer sur le fer, etc. 

Si le corps B touche le corps A par plusieurs points 
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qui glissent sur sa surface, il faudra appliquer les lois 
précédentes à chaque point de contact. 

En polissant et en graissant les surfaces des corps 
qui doivent glisser les uns sur les autres, on an-ive à 
diminuer le coeJQBcient de frottement, mais on ne par- 
vient pas à l'annuler complètement, de sorte que le 
glissement sans frottement ne peut jamais être rigou- 
reusement réalisé. 

106. Travail d'une force de frottement. — 

Une force de frottement de glissement produit toujours 
un travail négatif. En efiFet, quand le corps B glisse sur 
le corps A supposé fixe, la force F est toujours dirigée 
en sens contraire de la vitesse du point M auquel elle 
est appliquée ; elle est donc, à chaque inslant, dirigée 
en sens contraire du déplacement élémentaire MM' du 
point et son travail élémentaire 

— F. MM' 

est essentiellement négatif. Son travail total, pendant un 
intervalle de temps quelconque, est donc toujours né- 
gatif. On peut dire aussi que chaque force de frotte- 
ment produit un travail résistant. 

107. Définitions. — Une machine a pour but de 
transformer un travail en un autre. Elle se compose 
de trois parties principales qui sont ; 

i^ Un récepteur qui reçoit un travail dû à des forces 
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Tnotrîces (force musculaire, chute d'eau, pression d'un 
gaz ou d'une vapeur, forces électriques ou magnéli- 
<iues) ; 

2® Un outil qui fournit un travail utile, tel que l'as- 
•cension d'un fardeau, la traction d'un train, la désa- 
grégation d'un métal par forgeage, rabotage, etc. ; 

3** Une transmission de mouvement reliant le récep- 
teur à Toutil. 

Ainsi, dans le treuil, la force motrice est la force 
fiiusculaire de l'ouvrier qui tourne la manivelle ; le tra- 
vail utile est l'ascension du fardeau suspendu à la corde. 
Dans une scierie mécanique, le récepteur est la roue 
ijydraulique mue par une chute d'eau, l'outil est la scie 
<|ui fournit le travail utile, etc. 

Vitesse de régime. — La vitesse d'une pièce 
•doit avoir, dans chaque machine, une valeur détermi- 
née, suivant la nature du travail à produire. La vitesse 
que doit avoir chaque organe de la machine, pour réa- 
Jiser ainsi le meilleur travail de l'outil, s'appelle la vi- 
iesse de régime, 

io8. Application du théorème des forces vi- 
ves aux machines. — Soit une machine en mou- 
vement de l'instant to à l'instant t; pendant cet inter- 
valle de temps t — tQ, les forces motrices agissant sur 
le récepteur ont produit un travail moteur î^„ ; les résis- 
tances subies par l'outil produisent un travail négatif 
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— ^u\ les résistances passives (frottements, trépida- 
tions, etc.) produisent un travail négatif — C^. Le 
travail S„, pris en valeur absolue, est le travail utile,, 
Cp le travail passif; la somme 

s'appelle le travail résistant. Le travail passif C^, peut 
être diminué par une bonne disposition des organes, 
par un graissage soigné ; il ne peut jamais être entière- 
ment annulé. 

Si l'on appelle l'o la vitesse d'une molécule m de la 
machine à l'instant ^o et v sa vitesse à l'instant t, le théo- 
rème des forces vives donne 



(0 l 



mv'^ 



— >, — - = ^/« — Cu — Cp =r>n — t^^, 



..,2 



où les signes ;' ^^ te V "^-'- désignent les sommes des 

^ Là 2 Là 2 

demi-forces vives de tous les points de la machine au>L 

instants ^ et ^o* 

Voici quelques conséquences immédiates de celle 
équation : 

1° Supposons que la machine parte du repos et 
marche jusqu'à l'instant ti où les vitesses sont y^ : 
alors, en affectant de l'indice i les travaux effectués 
jusqu'à cet instant. 



s 



2 
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d'où 

O 

-<ci-c:. 



s 



2 



Donc, la demi-force vive que possède une machine 
est plus petite que le travail dépensé non utilisé depuis 
sa mise en marche, 

2** La demi-force vive que possède une machine au 
temps ti doit être comptée comme une puissance qui 
sert au mouvement de la machine pendant les instants 
suivants ; en effet, en appliquant le théorème des for- 
ces vives au mouvement qui suitTinstant ti, du temps 
^1, au temps <, on a 

(3) «.-<^.-5;f-(«..+rr> 

On voit que la demi-force vive que possède la ma- 
chine à l'instant t^ vient s'ajouter à C;„ ; le travail utile 
est donc le même que si la machine partant du repos 
à l'instant <i, le travail moteur était augmenté de 

2 

> — ^ • Mais, d'après le théorème précédent, cette 

demi-force vive ne fait que restituer ainsi une partie 
seulement du travail moteur employé antérieurement 
à la produire. Donc, dans tous les cas, le travail 
utile est plus petit que le travail moteur dépensé : ce 
qui montre V impossibilité du mouvement perpétuel. 
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3** Dans l'évaluation des travaux effectués, d'un 
temps ^1 quelconque au temps ^ > <i , la demi-force 
vive que possède la machine au temps t doit être 

comptée comme une résistance ; en effet, > s'a- 
joute à ^p dans l'équation (3). Si, à ce moment, on 
arrête la machine, cette force vive, ne se retrouvant 
plus comme puissance pendant les instants suivants, 
constitue donc une perte de travail moteur. On peut 
cependant éviter une partie de cette perte, en laissant 
la machine libre de continuer à se mouvoir sous l'ac- 
tion de cette force vive, après que le moteur a cessé 
d'agir. Mais, quand le travail a été longtemps conti- 
nué, cette perte de force vive, quand on arrête la ma- 
chine, est une fraction insignifiante du travail dépensé. 
L'équation (2) montre que, si dans l'intervalle t — ti 
le travail moteur ï\, est supérieur au travail résistant 

^u-+- ^p' y ^^est supérieur à V — ; la force vive a 

donc augmenté dans l'intervalle. L'inverse aurait lieu 
si '^n était moindre que ^u -}- î^p. Donc, en appliquant 
cette règle à un intervalle de temps très court : 

La force vive de la machine croit ou décroît à par- 
tir d'un certain moment, suivant que le travail élémen- 
taire moteur l'emporte ou non sur le travail élémentaire 
résistant. 

La force vive passe par un maximum ou un mini- 
mum, aux instants oii le travail élémentaire moteur 
égale le travail élémentaire résistant. 
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log. Marche de la machiné. — Il faut consi- 
dérer trois phases dans la marche de la machine : 

Mise en marche, 
Marche normale. 
Période d* arrêt. 

Pour la mise en marche, la force vive partant de 
zéro doit aller en croissant : le travail élémentaire mo- 
teur doit l'emporter sur le travail élémentaire résis- 
tant. L'inverse a lieu pendant la période d'arrêt. 

Marche normale. — L'idéal de la marche normale 
serait une marche uniforme avec la vitesse de régime 
qui donne le meilleur travail utile. Alors, en appelant 
^0 et t deux instants quelconques de la période nor- 
male, on aurait, pour chaque point u == l'o? 

^ " mu? 



s~=s 



et, par suite, d'après l'équation des forces vives. 

Le travail moteur, pendant un espace de temps 
quelconque de la période de marche normale, serait 
égal au travail résistant. 

Mais cet idéal est impossible à atteindre. C'est ce 
que nous allons montrer. Nous ferons voir ensuite 
comment on en approche à l'aide des volants. 
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iio. Causes d'irrégularité dans la période 
de marche normale. — Dans la période de marche 
normale, il y a différentes causes d'irrégularité dont 
les principales sont : 

1° La présence des pièces à mouvement alternatif; 

2** L'intermittence dans le développement de la force 
motrice qui peut être, non pas constante, mais seule- 
ment périodique; ainsi, dans les machines à simple 
effet, la pression de la vapeur sur le piston agit toujours 
dans le même sens ; elle agit, par exemple, quand le 
piston monte et cesse quand il descend ; l'action de la 
force motrice est alors intermittente et périodique ; 

3** L'intermittence dans le développement de la 
résistance utile, qui peut être, non pas constante, mais 
seulement périodique, comme quand l'outil est un 
pilon, un marteau, etc. 

Appelons w la vitesse angulaire que possède l'arbre 
principal de la machine à l'instant t (cylindre du 
treuil, arbre de la roue hydraulique, arbre de l'hélice 
dans un bateau, etc.). En vertu des causes d'irrégu- 
larité, il est impossible de maintenir la vitesse angu- 
laire 0) constante et égale à la vitesse de régime désirée ; 
le mouvement de la machine est sensiblement pério- 
dique, c'est-à-dire qu'il existe un intervalle de temps 
au bout duquel la machine se retrouve dans la même 
position et cd reprend la même valeur; cet intervalle 
de temps sera, par exemple, le temps que met Tarbre 

Appell et Chappuis. — Leçons, II. i5 
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principal à faire un tour, c'est-à-dire l'angle de rota- 
tion de cet arbre à croître de 27c. Quand la machine 
a marché pendant cet intervalle de temps, elle revient 
au même état géométrique et mécanique ; on dit qu'elle 
a décrit un cycle. L'égalité entre Je travail moteur et 
le travail résistant n'a plus lieu à chaque instant ; mais, 
quand il s'est écoulé un cycle, les vitesses redevenant 
les mêmes, la variation de force vive pendant un cycle 
est nulle, et l'on a l'équation 

m "~^ r u I pj 

où l'indice supérieur c indique qu'il s'agit du travail 
pendant un cycle. 

Rendement. — Le rapport du travail utile au tra- 
vail moteur pendant un cycle, 

_JL:^ I IL 

^^ ^;^ 

m m 

s'appelle le rendement de la machine. Le rendement 
est toujours plus petit que i , parce qu'il est impossible 
de faire disparaître complètement les résistances pas- 
sives. 

III. Variations du travail pendant un cycle. 

— Appelons, comme plus haut, ô l'angle dont l'arbre 
principal tourne à partir d'une position déterminée 
considérée comme position initiale. Évaluons le travail 
total (moteur et résistant) à partir de cette position. 
Quand 6 est nul, ce travail part de zéro ; puis il varie 
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avec 6 et redevient nul pour 6 == 2tc, puisque, dans 
la marche normale, le travail total est nul pendant un 
cycle. D'après cela, le travail total, compté à partir de la 
position où 6 = o, est une certaine fonction ^(0) de la 
variable 0, qui s'annule pour i:^oetO= 27r. Elle a 
donc dans l'intervalle au moins un maximun et un 
minimum. 

Si l'on divise l'intervalle 0,2- de la variable 6 en un 
très grand nombre d'intervalles très petits, la force vive 
de la machine augmente dans un de ces intervalles 
quand le travail élémentaire moteur effectué dans le 
déplacement correspondant est supérieur au travail 
élémentaire résistant, elle diminue dans le cas contraire. 
La vitesse angulaire w de l'arbre principal de la machine 
passe donc, dans l'intervalle o,2x, par une valeur wj 
plus grande que toutes les autres correspondant à la 
position où ^ (0) est maximum et par une valeur 102 
plus petite que toutes les autres correspondant à la posi- 
tion où ^(0) est minimum. Comme le cas idéal serait 
le mouvement uniforme, il faut tâcher de rendre la 
différence wi — (1)2 aussi petite que possible. 

On y arrive à l'aide des volants. 

112. Volant. — Ceci posé, sans rien changer au 
reste de la machine et aux forces motrices ou résis- 
tantes, montons sur l'arbre principal une roue supplé- 
mentaire en fonte, appelée volant ; cette roue a ordi- 
nairement un grand rayon, et sa masse est reportée, 
autant que possible, sur la circonférence, où elle forme 
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une couronne, de façon que le moment d'inertie I du 
volant par rapport à Taxe soit considérable. Dans la 
figure 12, on voit un volant V à droite sur Tarbre A. 

L'adjonction de cette roue régularise le mouvement ; 
car, si le travail ^(6) diminue, comme cette roue est 
lancée, elle entraîne la machine par son inertie et, si 
le travail t> (ô) augmente, une partie de ce travail est 
employée à accroître la force vive du volant et non à 
accélérer uniquement le mouvement de la machine. 
Le volant empêche donc les diminutions et les accrois- 
sements brusques de vitesses. Il régularise le mouve- 
ment d'autant plus que son moment d'inertie est plus 
considérable. 

Les volants deviennent superflus dans les machines 
qui ont des roues de grands diamètres avec des masses 
reportées sur leurs bords extérieurs, comme certaines 
machines hydrauliques. 

Dans le tour du rémouleur, la meule de pierre joue 
le rôle de volant. 

1 1 3 . Puissance d'une machine. — La puissance 
d'une machine est la quantité de travail utile qu'elle 
peut produire pendant l'unité de temps. 

L'unité de puissance est le cheval-vapeur; c'est la 
puissance d'une machine pouvant produire en i se- 
conde 'j5'*^'" de travail utile. 

Quand on dit, par exemple, qu'une machine a une 
puissance de loo chevaux-vapeur, cela veut dire qu'elle 
peut produire 7500*^^'" de travail utile par seconde. 
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ii4. Freins. — Lorsqu'on veut ralentir ou arrêter 
une machine en marche, on commence par supprimer 
la force motrice : la machine continue à marcher en 
vertu de la vitesse acquise, et elle s'arrête peu à peu 
parce que les seules forces qui continuent à agir sont 
résistantes. Pour abréger cette période d'arrêt, on 
introduit des résistances ou frottements supplémen- 
taires à l'aide de freins. 

Par exemple, dans un train, on arrête la vapeur, 
puis on applique sur le périmètre de chaque roue un 
corps solide appelé /r^m, de telle façon que la pression 
normale ait une valeur considérable P. La roue est 
alors soumise à une force de frottement tangente à la 
roue, en sens contraire du sens dans lequel elle tourne, 
et égale à /P, / désignant le coefficient de frottement. 
Nous regarderons comme évident que le travail dû à 
l'action des freins sur la roue dépend seulement du 
déplacement relatif de la roue par rappport au frein. Si 
la roue de ravon \\ tourne de A0, la molécule à 
laquelle est apphquée celte force yP se déplace, par 
rapport au frein, de RAH en sens contraire de/P, et 
le travail de cette force est 

— /PR AB. 

La somme de ces travaux élémentaires donnera le tra- 
vail total du frottement 

— /PRe, 
désignant Tangle total dont la roue a tourné. 
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Si le même dispositif est appliqué à n roues, la somme 
des travaux de frottement dus aux freins sera 

— n/PRB ; 

elle croît, en valeur absolue, très rapidement. La force 
vive du train diminue donc très rapidement et le 
train s'arrête. 

Les freins des bicyclettes, les freins à corde des 
omnibus, etc. fonctionnent d'après le même principe. 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE V 



I. Vérifier, pour le cric, le théorème du n" 97. 

a. Démontrer que, si un solide subit un déplacement élémen- 
taire quelconque, la somme des travaux élémentaires des forces 
appliquées n'est pas altérée par les opérations élémentaires. 

Réponse. — Il suffit d'examiner successivement reflet de 
chaque opération élémentaire et de s'appuyer sur le théorème du 

n'' 99- 

3. Si un solide tourne d'un angle infiniment petit ^0 autour 
d'un axe, le travail élémentaire d'une force appliquée au corps 
<*st égal à oO multiplie par le moment de la force par rapport à 
l'axe de rotation. 



I i> 
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